ADT: WARM UP

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

Esta lista[] contém exercicios de construgao e corregao de algoritmos
recursivos e propriedades de seqiiéncias e arvores. Uma prova sé sera
considerada valida se cada um de seus passos (repito, cada um de seus
passos) for claramente justificado por:

e um axioma ou regra de inferéncia da logica;
e um teorema ou lema previamente provado e apresentado nesta
prova.

Cada passo de uma prova deve ser devidamente anotado com o axi-
oma, regra de inferéncia ou teorema que o justifica.

Todas as suas defini¢oes e provas serao, em principio, apresentadas
em logica de primeira ordem, usando equational reasoning, como feito
em sala de aula. Vocé é livre para usar outra légica e/ou formalismo de
prova desde que devidamente justificado: ou seja, anuncie claramente
o formalismo que usard e identifique explicitamente cada regra de in-
feréncia usada nas provas. Por exemplo, definicoes em Haskell, deverao
ser acompanhadas por axiomas definindo a semantica dos operadores
da linguagem usados, o que provavelmente vocé nao conhece.

A notacao de pontos de Curry, apresentada em sala e notas de aula
e na pagina 34 de [1, é utilizada para reduzir o uso de parénteses.

2. QUANTIFICADORES

Quantificadores representam papel importante em propriedade e pro-
vas sobre algoritmos e estruras de dados. Estas notas introduzem axi-
omas fundamentais para trabalhar com quantificadores, mas nao subs-
tituem fontes classicas como [3] e [2].

Nesta secao, assuma que:

e R.x,Q.X, P.x sao fungdes booleanas de = (onde z ocorre livre);

e f.x é uma funcao aritmética de x.
e S.x,T.x sao uma funcoes quaisquer de x.

Os quantificadores sao apresentados neste curso com a seguinte notagao:

! Veja secao [5| sobre alteracoes desta lista feitas desde a tiltima versio.
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Notagao 1. (xz: R.x: P.x)
onde:

e x € o parametro sobre o qual a senten¢a € quantificada (bound
variable );

e R.x ¢ o universo da quantificacdo,

e P.x é o corpo da quantificacao.

Alguns exemplos de quantificadores comumente usados e sua notacao
usual em textos de matematica:

(Az:Rx:Px)= (Vor:Rx: Pux)
(Ve: Rx:Px)=(dz: Rx: Px)

(+x: Rx: fo) = (Z:{: ‘R fa)= Zf:c
R.x

(x:Rux: fo)= (Hm R fa)= fo
R.x

Os seguintes operadores definem maximo e minimo de inteiros.

(1) a<b=.alb=a

(2) a>b=.alb=0

(3) a<b=.alb=0

(4) a>b=.alb=a
Suas respectivas identidades sao:

(5) aloo=a=00]a

(6) al—0o=a=-1Ta

Eles também podem ser usados como quantificadores. Por exemplo em:
(li:ieN:10<i< 100)f.

significando o minimo dos f.i com ¢ inteiro maior ou igual que 10 e
menor do que 100.

Uma variavel x tem ocorréncia livre em uma expressao P se tem
uma ocorréncia que nao é parametro de (amarrada por) nenhum quan-
tificador. A notagdo P[z := E] sera usada para indicar o resultado de
substituir todas as ocorréncias livres de x (em P) por E.

Assuma que x seja um operador binario com as seguintes proprie-
dade:

Simetria: bxc=cx*b
Associatividade: a* (b*xc) = (axb)xc

Identidade u,: v, *b=b=>bxu,
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Os seguintes axiomas permitem trabalhar com quantificadores:

(7) (xx : false : T.x) = uy

(8) (xx:x=FE:Tx)=T[x:=F|

9) (xx : Rx:Sx)*(xx: Rx:T.x)= (xr: Rx:Sax*T.ux)
(10) (xx : PaV Rx:Tx)*(xx: Pe ARz :T.x) =

(xx: Px : T.x) % (%x : Rx: T.x)
(11) (xx : PaV Rx:Tx)= (xx:Px:Tx)*(xxr: Rx:T.x)

Exercicio 1. Prove:
(1) (xieN:0<i<n+1:Ti)=xeN:0<i<n:Ti)x
Ti:=n]

Solucao.

(xieN:0<i<n+1:T49)
=(arimética: 0 <i<n+1=0<1i<n)

(xieN:0<i<n:T.Ji)
(aritmética: 0 <i<n=(0<i<nVi=n))
(xieN:0<i<nVi=n:T.)
{
(
{
(

axioma [TI))

K eEN:0<i<n:Ti)x(xi eN:i=n:T.i)
axioma )
xeN:0<i<n:T.i)xT[i:=n]

0

(2) (3ieN:0<i<n+1:T4)=Tli:=0x(x*xieN:0<i<n+1:
T.i)

Os seguintes axiomas valem para os quantificadores légicos (V, 3).

(12) (Vz: Ra: Px)=Vz:Rx= Px
(13) (Jz: Rx: Px)=3x: Rax A Px
(14) (Jz: Rx: Px) = —~(Yx: Rx: -Px)
(15) (Vo : Rx: Px)F Rlx := E] = Plx := F]

A seguinte regra de inferéncia é usada para provar sentencgas univer-
salmente quantificadas, assumindo que Z é parametro que nao ocorre
livre em I' ou P.
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'k Plx:= 7]
(16) I'+Vz: Px

3. SEQUENCIAS

Uma seqiiéncia de elementos de um tipo A é uma seqiiéncia vazia
(denotada por L) ou resultado de adicionar um elemento de A a uma
seqliencia de elementos de A. Os axiomas a seguir definem seqiiéncias
de elementos de A, denotada seq.A:

(17) 1 € seq.A
(18) (a<x) € seqA<=x € seqANa€ A
(19) fecho universal.

Assumindo que x,y € seq.A e que a,b € A, os seguintes axiomas
tratam a igualdade sobre seqiiéncias.

(20) 1 #(a<x)
(21) (a<zx)=(bay) . =.a=bAx =y

O principio da inducao sobre seqiiéncias estabelece condigoes para
que uma propriedade P seja valida para qualquer seqiiéncia, sendo
denotado W PI(P).

(22) WPS(P) = (Vo :z€seqA:(Va:a€ A: Px)= Pa<x))
(23) WPI(P)2 (P.LAWPS(P)) = ((Vz : x € seq.A: P.x))

O axioma [25] a seguir, define o principio de indugao sobre inteiros
nao negativos, onde P.i é uma propriedade qualquer parametrizada em
relacao a i.

(24)  SPS(P)2 (¥n:neN:(VieN:0<i<n:Pi)= Pn)
(25)  SPI(P)2 SPS(P)= (Yn:neN: Pn)
Exercicio 2. Prove que

SPS(P) = (Vn:n €N: Pn)

Note que o principio de inducao sobre seqiiéncias pode ser obtido do
principio de inducao sobre inteiros. Note também que o principio
permite induzir um principio de inducao forte sobre seqiiéncias.
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As equagoes a seguir definem o operador snoc (denotado >, em
oposicao, logicamente ao operador cons, <).

(26) lra.=a<l
(27) (a<z)>b.= a<(z>b)

As equagodes a seguir definem um operador cat (denotado ™) para con-
catenar duas seqiiéncias.

(28) Ly =y

(29) (a<x)y =.a<(zy)
Pertinéncia em uma seqiiéncia é definida a seguir.

(30) adg L

(31) a€(bdz)=.a=bVacx

(32)

O numero de elementos de uma seqiiéncia é dado pelos axiomas a
Seguir.

(33) I-LI[ =0
(34) la<zl] =1+ [l]

Uma seqiiéncia é nao decrescente quando a atende aos axiomas [35]e

36

(35) 1)

(36) a<z./=x.,/"ANVb:bex:a<b)
Exercicio 3. Dados os aziomas

(37) min 1L = 400

(38) min.a<x = a. | minx
prove que

(1) (Vo :z €seqA:minx=(la:a€x:a))
(2) (Vx:x €seqA: (Va:a€x:minx <a))

De agora em diante, e assumindo os resultados do exercicio[3, quando
x for uma seqiiéncia, valera a seguinte notacao:

le =minx
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Exercicio 4. Dados 0s axiomas

(39) dela l = 1

(40) a=b=.dela(bax)==x

(41) a#b=.dela(b<ax)=>b<(delax)
Prove

(1)
(Va,b:a,b€ ANb€Edelax: |x <D)

(2)
(Vo € seq. A : |jz|| > 0:||del |zx| < |z||)
Solucao.

A prova pode € facilmente construida por indugao (axioma ,
sendo a propriedade trivialmente verificada para seqiiéncias de

tamanho zero e um. Para uma sequéncia b<x, prova-se, consi-
derando casos b=|(b<x) eb#|(bax):

[del L(b<z) (baz)
=(caso b =|(b<x)e azioma[{0)
]
<(aritmética)
L+
=(azioma [F4)
1oz
=(caso b #|.b<x e axioma [{1)
|b<del [(bax)z||
=(axioma[3})
1+ ||del |z x|
<(Hipdtese de indugao)
1+ [l
=(axioma[7})
bzl

Exercicio 5. Dados os aziomas
(42) selSortl = 1
(43) x# L =.selSortx = (lz) <.selSort.del (|z)x
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Prove que
(selSortx),/
Solucao.
O teorema vale trivialmente quando x = 1. Usando inducao forte,
define-se:
RiZ (Vo € seq.A: ||z|| =i : (selSortzx),”)
Usando o principio de indugdo sobre N, azioma[25, assume-se
HI2 (VieN:i<n:Ri)

prova-se, a sequir, que R.n.

R.n

=(assumiundo que ||z|| = n)
selSortx) /"

(
=(azioma[{3)

(lz < selSort.del |xx),/
(

(

(

azioma [36)
selSort.del |xx),/ AVa:a € (selSort.del |xx): |r <a)
HI e lema[])
true A (Va : a € (selSort.del |xz): |z <a)
=(identidade(A))
Va : a € (selSort.xdel |zz) : |x < a)

(

<(lema a provar: (Va:a € x : a € selSortr))
(Va:a€del |xx:|x<a)

=(exercicio [{)

true

Exercicio 6. Dados os aziomas

(44) revl =_1
(45) rev(a<z) = (revz)>a
prove que

(1) rev.a™y = (revy)”(revz)
(2) rev.a™y "z =revz."revy.reve
(3) rev(zra)=.a<.reve
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Exercicio 7. Considere os axiomas:

(46) ispref(L,x)

(47) —ispref(a<z, L)

(48) ispref(a<z,b<y) =.a="0bANispref(z,y)
Prove que

ispref(x,y) = (32 : 2z € seq.a:y =2"z)

4. ARVORE BINARIA DE PESQUISA

Os axiomas a seguir definem uma arvore binaria sobre um conjunto

tipo de dados) A:

(
(49) 1 € bint.A
(50) x,y €bint.ANa € A= (x,a,y) € bint. A
(51) Fecho universal sobre

A altura de uma arvore é dada pelos axiomas a seguir:
(52) hl =0
(53) h{z,a,y) =1+ .(hzx) T(hy)

Os axiomas a seguir estabelecem o conceito de pertinéncia em arvore
binaria.
(54) ad L
(55) a€(r,byyy=a€xVa=bVacy

O principio de inducao para arvores binarias estabelece uma indugao
sobre altura da arvore. Sua defini¢do baseia-se no principio de indugao
sobre N, o conjunto dos inteiros nao negativos. O axioma de inducao

sobre arvores bindrias é obtido de [25|substituindo P.; por uma propri-
edade R que se objetiva provar sobre arvores de altura .

(56)
BINTP(R,i) £ (Vz € bint.A : hx =i : R.x)
(57)

(Vx:z €bint.A: Rx) =
(Vn:neN:(VieN:0<i<n:BINTP(R,i)) = BINTP(R,n))
Exercicio 8. Prove que o axioma estabelece que, para provar que
uma propriedade R vale para qualquer drvore bindria, basta provar que:

e R wale para a drvore vazia;



ADT: WARM UP 9

e 0 fato de que R wvale para qualquer drvore de altura menor do
que k, implica que R vale para qualquer drvore de altura k, onde
k € qualquer inteiro positivo.

As condigoes de ordenacao de uma arvore binaria sao definidas a
seguir.
(58) (L)
(59) (r,a,y)/"=x/
Ny/
AVb:bex:b<a)
ANNVb:bey:b>a)

Exercicio 9. Assumindo que x e y sao drvores bindrias, e dados os
ariomas

(60) a~ L= (L al)

(61) a<b=.a~ (r,b,y) = {(a~ x,by)
(62) a=0=.a~ (x,by) = (z,0,y)
(63) a>b=.a~ (x,by) = (x,b,a~y)
Prove:

(1) (z)/'=.bcea~zx=a=bVbex
() 7./ (0 1)/

Exercicio 10. Assumindo que x ey sdo drvores bindrias, e dados os
aziomas

(64) KL a,y) =a

(65) Wz a,y) =lx

(66) delal =1

(67) a=b=.dela{Ll,by)=y
(68) a=bAz# L =.dela(z,by) = (del (Tx) z, Tr,y)
(69) a<b=.dela(zx,by) = (delax,b,y)

(70) a>b=.dela(x,by) = (x,b,delay)

(

(1) (@)= (delaz),/
(2) acdelbr=.a#bANacz
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5. ALTERACOES

Esta lista sobreu as seguintes altergoes desde a versao do dia 29/11/04:

e Principio de inducao sobre N foi transferido para a secao [3| para
facilitar algumas provas sobre seqiiéncias.

e Antigo exercicio 7 foi movido para também com indugao sobre
naturais: é agora exercicio 2.

e Exercicio sobre relagdo entre min e (), antigo exercicio 2, foi
corrigido.

e Os seguintes exercicios estao solucionados: primeiro exercicio
sobre quantificadores e prova de correcao da ordenacao produ-
zida pelo selSort.

e Corrigido o exercicio
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