ORDENACAO INTERNA DE SEQUENCIAS
DRAFT 0

RAUL H.C.LOPES

1. INTRODUCAO

Estas notas introduzem o tépico de ordenacao de seqiiéncias, um
dos fundamentos da disciplina de Técnicas de Busca e Ordenacgao e
do curso de Ciéncia da Computa¢cao como um todo. E importante ter
ciencia de que elas nao substituem um bom texto de referéncia sobre
o assunto. O texto classico de Knuth, [4], é a referéncia fundamental
sobre ordenagao; [7] e [3] podem servir como textos auxiliares (mais
faceis de ler, mas menos completos.) Em adigao, [8] é introdugao exce-
lente e obrigatéria a analise de algoritmos, contendo no capitulo inicial
estudo detalhado de quicksort e mergesort.

2. MEDIDAS DE COMPLEXIDADE

Compleridade concreta de algoritmos® refere-se a avaliacao da quan-
tidade de recuros demandados por um algoritmo para resolver um prob-
lema. Por recursos gastos pode-se entender:

e nimero de processadores;
e memoria;
e tempo.

Qualquer dessas medidas pode se revelar inadequada se adotada de
forma estrita. Por exemplo, memoria poderia ser medida em palavras,
mas o tamanho da palavra dos computadores varia com o fabricante
e a geragao do processador. O mesmo vale para tempo: avaliagoes de
tempo em relégio sao inadequadas porque o niimero de instrugoes exe-
cutadas em um segundo por um processador muda todos os anos. Com-
paracoes de desempenho de programas sé fazem sentido em experimen-
tos em que o ambiente, incluindo maquina e dados usados, estao muito
bem definidos e controlados e, na verdade, s6 fazem sentido quando
o estado da arte da Andlise de Algoritmos nao permite analise mais

!Termo introduzido por Knuth, veja artigo Mathematical Analysis of Algorithms
em [5].
1
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seqsum [| = 0
)

seqgsum (x:Xs) = x+seqsum XS

F1GURA 1. Soma de elementos de uma seqiiéncia

detalhada dos algoritmos em estudo. ? Consequentemente, medidas
mais abstratas de complexidade sao usadas. Por exemplo, para avaliar
a complexidade de tempo de algoritmo ¢ usual considerar: niumero
de transicoes executadas, nimero de chamadas recursivas, nimero de
comparagoesou operacoes aritméticas, etc.

Por outro lado, é importante considerar, estando definida, por ex-
emplo, a medida de tempo usar, que um algoritmo A pode demandar
tempos complemente diferentes quando usado para conjuntos de da-
dos diferentes, mesmo que esses conjuntos tenham o mesmo nimero
de elementos. Um algoritmo pode, por exemplo, demandar mil com-
paragoes de itens para ordenar um conjunto de mil inteiros e demandar
um milhao de comparagoes para um outro conjunto de mil inteiros. A
analise de complexidade lida ao menos com a avaliacao dos seguintes
casos:

e melhor caso: qual é o melhor desempenho do algoritmo para
um conjunto de dados de tamanho n e que caracteristicas desse
conjunto determinam tal desempenho;

e pior desempenho: qual é o pior desempenho possivel do al-
goritmo.

e caso médio: qual é o desempenho médio quando consideradas
todas as distribuicoes provdveis dos possiveis conjuntos de da-
dos a usar.

Considere o programa em Haskell da figura 1.
Se medirmos o tempo desse programa por chamadas recursivas para
uma entrada com n itens obtemos as equagoes:

T(0) = 0T(n+1) =1+ T(n)

2Na maioria dos casos, estudos de programas para avaliacao de desempenho
revelam incompeténcia inerente do experimentador.
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Parece 6bvio verificar que esse sistema de equacoes® na verdade rep-
resenta a somatoria
> 1

1<i<n

dando o valor de T'(n) = n.
Exercicio 1. Verifica o resultado da recorréncia usando indugao.

Note também que:

e Esse algoritmo executa a cada chamada recursiva: uma adigao,
uma decomposicao de lista (em head e tail) e uma comparagao,
para deteminar se a lista é vazia.

e Esse algoritmo executa, na ultima chamada recursiva, apenas
uma comparacao para detectar se a seqiiéncia é vazia.

Somando tudo sentimo-nos tentados a dizer que o nimero total de
operacoes do algoritmo é: 4n 4+ 1. O problema é que, dependendo da
tecnologia do processador e do compilador cada uma dessas operacoes
poderda ser decomposta em varias instrugoes. Por causa disso, é mais
adequado dizer que esse algoritmo demanada kn operagoes para alguma
constante k que serd pequena quando o n crescer arbitrariamente. Mais
exatamente, diz-se que

T(n) € O(n)

E o que é O(n)?

Em 1976, Knuth propos ¢ a seguinte notacio para descrever o com-
portamento assintotico de fungoes:

e O(f(n)) denota o conjunto de todas as fungoes g(n) tal que
existem constantes positivas C' e ng tal que

Vn:n>ng:|g(n)| < Cf(n)

e Q(f(n)) denota o conjunto de todas as fungoes g(n) tal que
existem constantes positivas C' e ng tal que

Vn:n>mng:g(n) > Cf(n)

e O(f(n)) denota o conjunto de todas as fungoes g(n) tal que
existem constantes positivas C, C" e ng tal que

Vn:n>mng:Cf(n) <g(n) <Cf(n)

3Chamado recorrente por causa da ocorréncia de T'(n) na equacio que dé o valor
de T'(n+1).

4Artigo intitulado Big Omicron and Big Omega and Big Theta publicado em na
revista SIGACT News e na coletanea [5]. Esse artigo continua sendo a explanagao
mais clara do que seja essa notacao e de sua origem. Deveria ser leitua obrigatéria
de todos os alunos de Ciéncia de Computagdo.
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linearSearch x [] = False
linearSearch x (y:ys)
| x ==y = True
| otherwise = linearSearch x ys

F1GURA 2. Pesquisa linear

Exercicio 2. Apresenta definicdo alternativa para essas trés noatcoes
baseada em estudo de crescimento de funcoes.

A figura 2 apresenta programa em Haskell para fazer uma busca
linear em uma seqiiéncia por um elemento dado.

Dada uma seqiiéncia de n elementos e um elemento x esse algoritmo
pode:

e encontrar o elemento procurado na primeira posicao da seqiiéncia:
isso demandaria o teste para determinar que a seqiiéncia nao é
vazia e o teste para determinar que x e o primeiro elemento da
seqiliéncia sao iguais;

e comparar x com cada elemento e descobrir que ele nao ocorre
na seqiéncia: isso demandaria n chamadas recursivas, n + 1
testes de seqiiéncia vazia, n comparacoes de itens e n operagoes
de desconstrucao da seqiiéncia.

Num caso desses afirma-se que

e no melhor caso T'(n) € §(1): porque o menor tempo de ex-
ecucao desse algritmo é constante.

e 1o pior caso T'(n) € O(n): porque o pior tempo do algoritmo é
menor ou igual a kn para alguma constante k.

Exercicio 3. Em cada caso, determine a veracidade (e justifique):
n € O(n?)

n%inf(n)

nlgn+mn € O(nlogn)

n?+n € O(n?)

3. ORDENAGAO POR COMPARAGAO

Nas proximas secoes assuma que o objetivo consiste em ordenar
sequencias de itens e que essas seqiiéncias estao representadas como
vetores. Em principio todas as seqiiéncias contém inteiros.
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Valem as seguintes definicoes®:

Definicao 1.

(1) S(0.m) /=2 Vi 0<i<j<m:Si<8j
(2) S(0.m) \=2Vi: 0<i<j<m:Si>5j
(3) S(0.m) 1=2Vi:0<i<j<m:Si<S5.j
(4) S(0.m) |=2Vi:0<i<j<m:Si>S.j

Os métodos de ordenacao de seqiiéncias sao geralmente classificados
em dois tipos:

e ordenacao por comparagao: o passo fundamental da ordenacao
consiste na comparacao entre itens do conjunto a ordenar.

e ordenacao por distribui¢cao: nao existem comparacao entre itens
e o passo fundamental da ordenacao ¢é a separagao dos itens em
grupos pela raiz do alfabeto usado para construi-los.

Teorema 1. Uma drvore bindria de altura h tem no mdzimo 2" folhas.
Prova.
Exercicio.
O
Um algoritmo para ordenar uma seqiiéncia de n elemtentos distintos
via comparagao de chaves constréi uma arvore binaria de decisao onde
cada no representa uma comparacao entre dois elementos a e b: o filho
da esquerda desse né armazena a seqiiéncia de decisoes do algoritmo

quando a < b, sendo armazenada no filho da direita a seqiiéncia de
decisoes adotadas quando a > b.

Teorema 2. Uma drvore decisao para ordenar n elementos tem altura
maior ou igual a lgn.
Prova.

FExercicio.

O

Teorema 3. Um algoritmo de ordenag¢ao por comparagao demanda
Qnlogn comparacoes de elementos.

A notacdo é emprestada de [6]
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4. ORDENACAO POR INSERCAO

O processo de ordenacao por insercao consiste em repetidamente
inserir elementos da seqiiéncia em questao em uma subseqiiéncia previ-
amente ordenada. Isso da basicamente o mesmo template que a soma
de elementos de uma seqiiéncia:

e para somar n elementos, acumule os primeiros n — 1 e some o
resultado com o elemento restante.

e para ordenar uma seqiiéncia de n elementos, ordene os primeiros
n — 1 e insira em ordem na subseqiiéncia resultante o elemento
restante.

Essa observacgao leva a invariante do loop principal:

PE0<i<mAS(0.4) /
Os elementos restantes da derivagao sao dbvios:

. . A . , .
e variavel derivada: T'= m — i, que o ntmero de elementos ainda
nao inseridos;

e a guarda do loop: B Sm—i> 0, que estabelece o limite da
computacao.
e a condicao inicial: ¢ = 1, assumindo que a subseqiiéncia com
o primeiro elemento estd ordenada. Note que mesmo que a
seqiiéncia seja vazia, esta inicializagao ainda é consistente com
a guarda do loop.
e a transicao do loop, realizada até o ponto-fixo, deve inserir novo
elemento na porcao ordenada e restabelecer a invariante:
insert(S,i)
;o i:=i+l
Ao final do algoritmo, a condi¢ao R estabelecida deve ser a mesma
de qualquer algoritmo de ordenacao:

e S(0.m) /~
e S é uma permutagao da seqiiéncia inicial.
Para derivar o algoritmo insercao de um elemento na porc¢ao orde-
nada, leve em conta:
e a situagao inicial: S(0..7)
e que se S.i for preservado em alguma variaavel temporaria tmp
e encontrada a posicao correta para ele, a subseqiiéncia podera
ter o seguinte estado antes da insercao:
— trecho inicial nao alterado: S(0..5) /
— buraco aberto para insercao de tmp em j
— trecho que foi deslocado para a direita: S(j +1..i+1) /



ORDENACAO INTERNA DE SEQUENCIAS DRAFT 0 7

insertionsort (S,m) is

[ Const B.0..m—1 € Int;
Var i € Int;
initially B=S A i=0 A m>0
{invariant P}

{bound T}
do
G: mi > 0: insert(S,i)
si=i41
od
{P/\—'B}

{R}

insert (S,i) is
[ Var j,tmp € Int;
initially j=i A tmp=S.i
do
i > 0:8.3,j:=S.j-1,j-1
od

FicurA 3. Ordenacao por insercao

Exercicio 4. Prove a corre¢ao do algoritmo da figura 3.

4.1. Complexidade de insert. O trecho que insere um novo ele-
mento em uma subseqiiencia de ¢ itens previamente ordenada pode
realizar:

e uma Unica comparagao: €aso em que 0 novo item é maior que
todos os outros presentes na subseqiiéncia;

e comparar o novo item com todos os outros e movimentar cada
um deles para a direita, produzindo: m comparagoes de itens,
© + 1 movimentos de itens, ¢ transigoes.

4.2. Complexidade do insertion sort. O algoritmo insertion sort
chama m para ordenar uma seqiiéncia de m elementos.
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Exercicio 5. Prove que se C(n) e M(n) sdao respectivamente nimero
de comparagoes e movimentos para ordenar uma sequéncia de m itens
usando insertion sort, entdao:

C(m) € O(m?)
M(m) € O(m?)
O lower bound para resolver uma classe de problemas P

Definigao 2. Um algoritmo A para resolver uma classe de problemas

P é otimo em relagao a um critério de complexidade C 2 A resolve
qualquer problema da classe P de tamanho m com complexidade igual
ao lower bound da classe P.

Exercicio 6. Prove que uma
iTt¢
5. ORDENACAO POR SELEGAO

Algoritmos de ordenacao por selecao, da mesma forma que o inser-
tion sort, assume uma secao do vetor ordenada e a ele acresentam, a
cada transicao o novo elemento: desta vez, o maior elemento presente
na secao nao ordenada. Como antes o objetivo é estabelecer:

RZ S(0.m) /' ASem.B
onde B ¢ o valor inicial do vetor a ordenar e 7w.B é o conjunto de todas
as permutagoes de B.
Nos algoritmos de ordenacgao por selecao generaliza-se a propriedade
R, para obter a invariante ou parte dela, trocando, por exemplo, a
constante 0 por uma variavel .

J= 0<i<mAS(i+1.m) "ANSenB
Dado que P, estabelece que a segao S(i + 1..m — 1) esta ordenada,
é razoavel assumir que essa secao nao sera mais alterada e que outros
elementos presentes em S sao menores do S(i + 1). Raciocinio anélogo
seria usado para construir a ordenacao se a hipdtese fosse de a secao
ordenada de S ¢ inicial e que os elementos que nao estao nessa secao
sao maiores do que os que nela estao presentes.

5.1. Em tempo quadratico: selection sort. No algoritmo selec-
tion sort, o novo elemento adicionado a cada passo é obtido pela escolha
do maior elemento presente na se¢ao nao ordenada. A invariante é:

P2 0<i<mAS(i+1.m)/ AS(i+1)>S(0.i)AS € n.B
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selectionsort (S,m) is
{S(0.m —1) € Int Am >0}
[ Var i € Int;

initially B=S A i=m—1

do {P}

i > 0: maxpos(S,i,j)
'S.7,8.1,i:=S.1,8.j,i-1
od
{P A =G}

{R}
|

F1GURA 4. Algoritmo selection sort

A varaidvel derivada é T

Ta

i
A guarda do loop estabelece que, quando s6 existe um elemento na
secao nao ordenada, o loop atinge seu ponto-fixo: uma secao de um

elemento estd ordenada.

G§i>0

O algoritmo esta na figura 4. Nele maxpos estabelece a posicao de
supremum para a secao nao ordenada. Esse procedimento poderia ser
definido como:

mazxpos(S, i) 2 ji=Vk:0<k<i:5j>Sk
A definicao deterministica de maxpos esta na figura 5.

Teorema 4. Prove que maxpos definido na figura 5 calcula um j tal
que 0 < j<ieSyj>S5(0.1).

5.1.1. A complexidade de maxpos. O algoritmo da figura 5 nao movi-
menta nenhum elemento e, na verdade, no caso de a seqiiéncia ja estar
ordenada, selection sort nao realiza movimentos de chaves. Por outro
lado, maxpos sempre realiza i — 1 comparagoes: maxrpos vé cada secao
que recebe como desconhecida e, por isso, precisa comparar seu tltimo
elemento com todos os outros para obter o supremum da secao.
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maxpos(S,1i) is
[ Var k € Int;
initially k=i—1 A j=i
do
k>0 — if
S.k > j,ki=k, k-1
[ S.k<S. = k-1

-
— k:

S. ]
J

fi
od

F1cURA 5. Algoritmo para selecao de maximo

5.1.2. Complexidade do selection sort. Cada transicao do algoritmo da
figura 4 realiza, no maximo, uma troca de chaves: o que daria dois
movimentos de chaves. Logo, o algoritmo realiza de zero a 2m movi-
mentos de chaves.

O ntmero de comparagoes realizadas é dado por C'(m) abaixo:

C(m)=(+i:1<i<m:ic0(m?

Em resumo, independentemente da seqiiéncia dado, selection sort
sempre demanda m? transicoes e comparacoes, onde m é o ntiimero de
itens na seqiiéncia. Isso esta muito longe do lower-bound possivel para
ordenagao por comparagao que demanda (mlgm) comparagoes.

5.2. Em tempo 6timo: heapsort. O problema essencial do método
selection sort parece ser o fato de que cada transigao vé a secao do vetor
como totalmente nova: nenhum cohnecimento é trazido da transicao
anterior. Para melhorar o desempenho do método sera necesséario con-
siderar a possibilidade de:

e manter a se¢ao a ser pesquisada, na busca de elemeto maximo,
em uma estrutura que permite que a selegao seja feita em tempo
constante: se nao for constante, crescera com o tamanho da
secao e o comportamento quadratico reaparecera,

e garantir que a estrutura possa ter suas propriedades invariantes
rapidamente restauradas apds a operacao de extracao de um
maximo;

e dado que se objetiva um tempo O(mlgm) para o processo com-
pleto de ordenagao e que o template geral do selection sort serd
mantido, esta é uma tentativa de melhorar seu desempenho e
nao de descartdlo, cada transicao, composta pela extracao do
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maximo e ajuste da estrura as suas propriedades invariantes,
deveria demandar O(logi) operagoes: isso garantiria um total
de operacoes de

(+i:1<i<m:lgi) € O(mlgm)

Mesmo sem considerar concretamente nenhuma estrutura, da para
antecipar uma invariante para o novo algoritmo:

logstruct.S,0,i A S(i +1..m) /' AS € ©.B

onde a propriedade logstruct é a invariante de uma estrutua que:
e permite extracao de um maximo em O(1);
e permite ajuste & invariante em O(lg 7).
A estrutura a ser usada é um heap e o algoritmo serd por isso de-
nominado heapsort. O heap terd a seguinte propriedade invariante:

heap.S,i,m = Vj:i<j<mA2j<m:Sj>S2j
Viti<j<mA2j+1<m:Sj>S(2j+1)

Um heap é uma arvore binaria balanceada, qualquer path da raiz
a uma folha tem comprimento O(lgm) em que a raiz de qualquer
subarvore é maior ou igual do que qualquer outro elemento dessa subarvore:
isso garante localizagao e extragao do méximo em O(1), afinal ele estard
localizado na raiz do heap. A acomodacao do heap em um array, im-
portante para garantir que o processo de ordenagao ocorre no proprio
array dado, consiste em representar os dois filhos de uma subarvore
com raiz na posi¢ao ¢ como arvores, heaps na verdade, com raizes em
2ie2i+ 1.

A invariante do heapsort é a propriedade P

P2 0<i<mAheap.S,0,iAS(i+1..m) / AS € n.B

O algoritmo heapsink é responsavel por restaurar o heap apds a ex-
tracao do elemento da raiz: apds a troca que leva o maximo para a
posicao final do heap, existe um elemento a menos na estrutura e o
elemento que se encontra na raiz esta fora de ordem. O algoritmo esta
na figura 7.

Exercicio 7. Prove que heapsink restaura a propriedade de heap na
se¢ao nao ordenada do array.

Exercicio 8. Prove que se o heap contém i elementos, entao heapsink
demanda O(lgi) transigoes.

O heap inicial é construido pelo algoritmo heapbuild, na figura 8.
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heapsort (S,m) is
{S(0.m —1) € Int Am >0}
[ Var i € Int;
initially B=S A i=m—1
heapbuild (S,m)
;do  {P}

i>0 — S.j,S.i,i:=S.i,S.j,i-1
;heapsink (S, 1)
od
{P NG}
{2}

F1GURA 6. Algoritmo heapsort

heapsink (S,i,n) is
{i>0An>0}
[ Var j € Int;
initially j=i
:do
2j<n — let
k:=2j+1, if (2j+1)<n
cand S(2j+1)> S.2]
2j, otherwise
in
if
S.j<S.k — S.j,5.k,j:=S.k,S5.j,k
[S.j>S.k — j:=n
fi
tel
od

FicurA 7. Algoritmo heapsink

Exercicio 9. Prove que heapsink demanda O(lg(m — 1)) transicoes,
comparacoes e movimentos de chaves
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heapbuild (S,m) is
{S(0.m —1) € Int Am >0}
[ Var j € Int;

initially j=m-2

do

m>0 — heapsink(S,j,m)
=il
od

Ficura 8. Algoritmo heapbuild

Exercicio 10. Prove que heapbuild demanda
(+i:1<i<m:lg(m—1))=Ilg(m!) € O(mlgm)
transicoes.
Exercicio 11. Prove que o heapsort demanda
(gm!) + (+i:1<i<m:lg(m—1)) € O(mlgm)
transicoes, movimentos e comparacoes de chaves.

Exercicio 12. Prove o heapsort é um algoritmo étimo para o problema
de ordenacao baseado em comparacao.

6. ORDENACAO POR TROCA

Métodos de ordenagao por troca repetem a troca pares de elementos
que se encontram fora de ordem até obter a ordem total da seqiiéncia.
O mais notavel desses algoritmos é o quicksort, cujo algoritmo espelha
a construcao de uma arvore binaria para os elementos da seqiiéncia em
questao:

e escolha arbitraria de um pivo para a raiz da arvore;

e particionamento do conjunto restante em elementos menores ou
iguais ao pivo e elementos maiores ou iguais ao pivo;

e repeticao do processo para ordenacao de cada uma das partigoes.

E um algoritmo tipico do paradigma dividir para conquistar: para re-
solver um problema (no caso, ordenar uma seqiiéncia) divida-o em sub-
problemas e resolva-os pelo mesmo processo (a ordenagao das partigoes).
Finalmente, combine as solugoes parciais: no caso concatenar as sub-
sequiéncias ordenadas. A figura 9 apresenta um algoritmo de quicksort
escrito em Haskell.
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module Quicksort where

partition [] = ([],[],[])
partition (x:xs) = foldl (partadd x) ([],[],[]) (x:xs)

partadd x (xs,ys,zs) u

| u < x = (u:xs,ys,zs)

| u==x = (xs,u:ys,zs)

| u>x = (xs,ys,u:zs)
quicksort [] = []
quicksort [x] = [x]

quicksort xs = (quicksort 1t)++eqs++(quicksort gt)
where (1t ,eqs,gt) = partition3way xs

Ficura 9. Algoritmo quicksort

Note que a funcao partition particiona uma seqiiéncia dada em trés
subseqiiéncias: de elementos menores, iguais e maiores que o pivo,
respectivamente. Note ainda que o pivo é sempre o primeiro elemento
da seqiiéncia a ordenar.

O algoritmo em Haskell é simples e esta expresso em 15 linhas. Se
a funcao parttion da biblioteca Lists tivesse sido usada esse algoritmo
poderia ter uma cinco linhas. No entanto, ele exibe ao menos uma
caracteris tica desagradavel: cada chamada recursiva demanda criacao
de trés novas seqiiéncias.

Exercicio 13. Prove que para ordenar uma seqiéncia de m elementos
esse algoritmo pode demandar a criagao O(m?) listas.

Exercicio 14. Prove que os algoritmo insertion sort, selection sorte
heapsort, anteriormente apresentados usam espago O(1) além do espago
do vetor inicial.

Para evitar a construcao de novas listas a cada particionamento, a
solugao é reorganizar a prépria seqiiéncia de entrada que devera estar
representada em um vetor. O algoritmo de particioanemto de Lomut®
particiona uma seqiiéncia dada, usandp o elemento inicial como pivo
em duas seqiiéncia de elementos menores ou iguas e maiores ou iguais
ao pivo, respectivamente.

6 Apresentado nas aulas de aula sobre “Correcdode Programas.”
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Exercicio 15. Prove que o algoritmo de Lomut demanda O(m) operagaes,
o que inclui comparacoesde chaves, movimentos, transicoes e quaiquer
outras operacgoes durante o processo de ordenac¢ao.

Podemos entender a oordenagao via quicksort como a realizagao de
tarefas orientada por uma agenda:

e cada tarefa na agenda indica uma parti¢ao (se¢ao do vetor dado)
a ordenar;
e partigoes (sec¢oes do vetor) ausentes da agenda estao ordenadas.

Nesse contexto, cada tarefa na agenda poderia ser representada por
um par definindo os limites inferior e superior da secao a ordenar. A
genda em si poderia ser uma seqiiéncia, representada como uma fila ou
um stack, por exemplo. Se representada como um stack, ela poderia
estar armazenada no proéprio stack do programa, o que implica em
codificar o quicksort como algoritmo recursivo, que é alternativa usada
3], capitulo 7, [2], coluna 11, e [1]. A coluna 11 de [2] apresenta
um estudo detalhado, em estilo bastante informal, embora preciso, de
variacoes sobre algoritmos de particionamento. Entre elas, encontra-se
o algoritmo de Bentley para particionamento em trés vias de Bentley,
que é usado em [1] em algoritmo de quicksort terndrio para ordenagao
de strings.

Exercicio 16. Detalhe o algoritmo de particionamento de trés vias
Bentley na linguagem de comandos guardados e prove sua corre¢ao.

Exercicio 17. Prove que no melhor caso o algoritmo de quicksort
demanda Theta(mlgm) comparagées e movimentos de dados.

Exercicio 18. Prove que o algoritmo de quicksort demanda O(m?)
comparacoes de chaves.

7. ORDENACAO POR INTERCALAGAO
8. ORDENAGAO POR DISTRIBUIGAO
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