LP-11
PROVA 0.0

RAUL H.C.LOPES

1. PROVAS E REGRAS

Sao apresentadas aqui as solugoes da parte zero da prova zero: Prova
0.0. Note que os exercicios apresentados usam fundamentalmente
logica de primeira ordem, indugao matematica e o conceito de seqiiéncias,
que, alias, sao os conceitos introdutérios de todos os livros de teoria
da computacao presentes na biblioteca da UFES, veja, por exemplo,
partes 4 e 5 do primeiro capitulo de [1].

2. SEQUENCIAS

Uma seqiiéncia de elementos de um tipo A é uma seqiiéncia vazia
(denotada por L) ou o resultado de adicionar um elemento de A a uma
seqiiencia de elementos de A. Os axiomas a seguir definem seqiiéncias
de elementos de A, denotada seq.A:

(1) 1 € seq.A
(2) (a<x) € seqA<=x € seqANa€ A
(3) fecho universal.

Assumindo que x,y € seq.A e que a,b € A, os seguintes axiomas
tratam a igualdade sobre seqiiéncias.

@) L4 (aaa)
(5) (a<x)=(bay) . =.a=bAx =y
O principio da indugao sobre seqiiéncias estabelece que se P é pro-
priedade sobre seqiiéncias:
(Vo :x € seq.A: Px) =
P(L)
ANVz:z € seqA:Va:a€ A: Px = Pa<x)

As equagoes a seguir definem o operador snoc (denotado >, em
oposigao, logicamente ao operador cons, <).

e l>bag.—= ax l
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e (a<x)pb.= a<(zr>b)

As equagoes a seguir definem um operador cat (denotado ™) para
concatenar duas seqiiéncias.

e L"y=y
e (a<x)"y=.a<(z"y)
Pertinéncia em uma seqiiéncia é definida a seguir.

ead |
eac (bdx)=a=bVacx

A definicao de insercao ordenada em uma seqiiéncia segue. Assume-
se que o tipo A é totalmente ordenado com os operadores < e < tendo
o seu significado usual.

ea~ L =(a<l)
ea<b= (a~ (bax)=.a<(b<x))
ea>b=(a~ (bazx)=.ba(a~ 1))

3. AS QUESTOES DA PARTE 0

Questao 1. Defina um operador 7 para contar o niimero de ocorréncias
de um elemento em uma seqiiéncia. Por exemplo,

17?(2<(1<(3<(1lal)))) =2
a(a<(a<(a<l))) =3

Prove que

(6) a=c= (aN(a~ z) =1+ (aNx))
(7) a#c= (aN(c~ x) =aN)

Solucao.
(8) a”l =0

9) (a=0b)=aR(b<zx)=1+aRz
(10) (a #b) = aR(bax) =aNx

Prova de 6.
Prova.

Por inducao:

1>

Rx= a=c= (aN(a~ z) =1+ (aR2))
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Prova de R.L, assumindo a = c.

(aP(a~ L)=1+ (aM1))
=(primeiro axrioma de ~-)

a(a<al) =1+ (a?L)
=(primeiro axrioma de T)

a(a<al)=1+0

=(sequndo azioma de )

1+a?l =1
=(primeiro arioma de )
1+0=1
1=1
=(reflezividade de =)
true
Assumindo R.x e (a = ¢), a prova do consequente de R.b<x €

apresentada considerando os casos: a < b e a > b.

a(a~ bax) =14+ (aMb<x)
<(Eliminagao de A)

a(a~ b<ax)=1+4+ (aRbaz)Na<b
=(sequndo axioma de ~-)

a(a<xb<z) =1+ (aRb<x)Na<b
=(sequndo axioma de )

1+ab<z=1+a bz Na<d
=(reflezividade de = e caso a < b)

true



4 RAUL H.C.LOPES

Caso em que a > b

a®(a~ bazx) =14+ (aR b<x)
<(Eliminagao de A)

a(a~ bax) =14+ (@R bax)Nb<a
=(terceiro arioma de ~-)

a?(bta~x)=1+(aRbax)Ab<a
=(sequndo azioma de )

a(a~z) =14+ (ax)ANb>a
=(por R.x)

1+ (aPzx) =14 (aNx)Nb>a
=(reflezividade de = e caso b > a)

true

Prove que
a#c= (aN(c~ x)=aNx)

Prova.
Por indugao: R.x 2 q #c= (aR(c~ x) = aN)

Prova de que R.1, assumindo a # c.

a(c~ 1) =aML

=(sequndo azioma de ~-)

al =a?L
=(reflezividade de =)
true

Prova de R.b<x, assumindo a # c.
A prova seque por casos. Primeiro, caso ¢ < b.
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af(c~ (b<x)) =aN(b<ax)

< (Eliminagao de A)
(aM(c~ (bax))=aR(baz))ANc<b
=(sequndo azioma de ~-)
(aM(ca(bax))=aN(b<x))ANc<Db
=(terceiro arioma de )

(a (bax)=aP(bax))ANc<Db

true

Caso em que ¢ > b, decomposta em dois casos: a =b e a # b.

aN(c~ (b<ax)) =aN(bax)
< (Eliminagao de A)
(a(c~ (baz)) =aR(baz))Ac>Db
=(terceiro axioma de ~-)
(aR(b<a(c~z))=aN(baz))ANc>Db
< (Eliminagao de A)
(aR(b<(c~z))=aN(b<z))ANc>bAa=b
=(sequndo azioma de )
(I1+aR(c~x)=aR(baz))ANc>bANa=b
=(pelo sequndo azxioma de T)
(1+aP(c~x)=14+ax)ANc>bANa=Db
{
(
=(

por R.x)
l+ar=1+aRzx)ANc>bANa=1D
reflexividade de = e casos ¢ > b A a =Db)

true
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Caso em que ¢ >b e a # b.

af(c~ (b<ax)) =aN(b<x)
< (Eliminagao de A)
((a(c~ (baz))=aR(b<z)))Ac>D
=(terceiro axioma de ~)
((a?(b<(c~z))=aR(b<z))Nc>Db
<(Eliminagao de A)
((a?(b<(c~x))=aR(b<z)))ANc>bANa#Db
=(terceiro axioma de M)
(aR(c~x)=aRz)Nc>bANa#b
(por R.x)
(
=(

ar =aNz)Nc>bAa#b
reflexividade de = e casos ¢ >bAa # b)

true

Questao 2. Considere a sequinte definicao de um algoritmo para or-
denar uma sequéncia.

(11) insSort. L = 1
(12) insSort.a<d L = (a<l)
(13) insSort.a<dx = a ~ (insSort.x)

Prove que insSort.x é uma permutacao de x.
Solucao.

x € permutacgao de y quando eles tém exatamente os mesmos elementos,
ou seja, quando:

Va:a € A:alyaRx
Hd que provar essa proposi¢do, quando y = (insSort.x).
Prova.

Prova por indugdo de R.x = a?(insSort.x) = aNx.
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Prova de R. L.

a?(insSort.L) = a? L
=(primeiro axioma de insSort)
a”l =a?L

true

Prova de R.b<zx.

af(insSort.b<x) =aN.b<ax

< (Eliminagao de A)
aN(insSort.b<x) =aN.b<wx) Na="b
terceiro axioma de insSort)

(
(
=(
(@ (b~ (insSort.z)) =aR.baz)Na=10b
(
(
=(

por sequndo axioma de M)

af(b ~ (insSort.x)) =1+aNx) Na=Db
por teorema 0)

(14 aR(insSort.x) =1+ aRx)ANa=>
=i(Por caso a = b)

true

Caso a # b.

aR(insSort.b<ax) =aNbx
<(Eliminacgao de A)
(a?(insSort.b<zx) =aR.b<x)Na#0b
=(terceiro arioma de insSort)
(@ (b~ (insSort.x)) =aR.bazx) Na#b
=(por terceiro axioma de T)
(aM(insSort.x) = aRx) Na # b
=porR.x true Na # b

true

O
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Questao 3. Considere a sequinte definicao calculo de reverso de uma
sequeéncia:

(14) rev.L =1

(15) rev.cdx = ((rev.r) > c)

Essa definicao apresenta uma complexidade quadrdtica no tamanho da
sequéncia. Construa uma nova definicao de reverso de uma Seqiiéncia,
chamada lrev, que tenha complexidade linear em relacao ao tamanho
da sequéncia e prove que

rev(z) = lrev(zx)

para qualquer sequéncia x.
Solucao.

A solucao foi apresentada em sala de aula e a prova de que a funcdo €
linear também. Os azxiomas sequem.

(16) lrev.e =irev(L, z)

(17) irev(y, L) =y

(18) irev(y,a<x) =irev(a<y,x)
Provar que

lrev(x) = rev(z)
€ 0 mesmo que provar, dado o axioma 16, que
irev(L,x) = rev(x)

A prova € banal se assumido o lema 19. Ela é construida por casos:
Prova.

e =1
Trivial. Tente provd-la numa madrugada de sdbado de tem-
pestade, depois de passar por todos os lugares santos de Vitoria.
e r=adz
A prova seque e depende do lema 19.
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irev(L,c<z) =revcazANr=c<z
=(sequndo axioma de irev)

irev(c<a L, z) =rev.cdz AN =c<z
=(sequndo azioma de rev)

irev(c<a L, z) = (rev.z)pcAx=c<z
=(lema™)

irev(c<a L, z) = (rev.z)"(ca )Nz =caz
=(por lema 19)

true

O lema em questao:
(19) irev(y,z) = (rev.z)"y

Prova.

Prova-se por indugdo que R.x 2 bndAyy € seq.airev(y, x) = (rev.z)™y

R.1

irev(y, L) = (rev.)™y
=(primeiro azioma de irev)
y = (rev.L)"y
=(primeiro azioma de rev e ™)
Y=y

true

Note que R.a<x 2 Yy :y € seq. A :irev(y, )<= (rev.a<z)”y
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(Ra<x)ly := 2]

irev(z,a<z) = (rev.a<z)”z
=(sequndo azxioma de irev)

irev(a<z,x) = (rev.a<z)”z
=(sequndo azxioma de rev)

irev(a<z,z) = ((rev.x)>a)”z
=(lema)

irev(ia<z,x) = (rev.z)((a< L)"z)
=(sequndo axioma de ™)

irev(ia<z,z) = (rev.z)"(a<z2)
=(R.x com [z :=a<z])

true
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