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Considerar os algoritmos implı́cito e Crank-Nicolson para resolver a equação de Pois-
son bidimensional pelo ḿetodo das diferenças finitas. Desejamos encontraru(x, y, t) que
satisfaça a equação diferencial:
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onde(x, y) ∈ R, uma regĩao do plano(x, y), a > 0 e t > 0. A equaç̃ao diferencial (1)
satisfaz as seguintes condicões:

• Condiç̃oes de Contorno:
u(x, y, t) = g(t) e/ou ∂u

∂n
= q(t) no contorno deR

• Condiç̃oes Iniciais:
u(x, y, 0) = u0(x, y) emR

Deseja-se obter a soluçãou(x, y, t) no interior de um doḿınio retangular de dimensões
R = (0, l1) × (0, l2) parat ∈ (0, T ). Considere uma subdivisão do doḿınio em ćelulas
retangulares, sendon − 1 no eixox e m − 1 divisões no eixoy, respectivamente, de
dimens̃oeshx ehy e uma divis̃ao no tempotk = k∆t, parak = 0, 1, 2, . . ..

Etapas do Trabalho

1 Implementaç̃ao

Faça dois ćodigos modulares para resolver a equação de Poisson Transiente pelo método
de diferenças finitas utilizando os esquemas implı́cito e Crank-Nicolson. Cada programa
principal deve ter a seguinte estrutura:

• Leitura dos dados (pode ser feita através de um arquivo de entrada);

• Montagem do sistema esparso resultante para cada esquema (impĺıcito ou Crank-
Nicolson)

• Tratamento das condições de contorno. Considere a possibilidade da condição de
contorno ser uma função de(x, y, t);



• Soluç̃ao do sistema esparso pelo método SOR utilizando um esquema otimizado de
armazenamento da matriz resultante dos esquemas transientes.

• Impress̃ao dos resultados em um arquivo de saı́da do tipo texto, que será utilizado
pelo Octave ou Gnuplot;

• Funç̃ao para o ćalculo da soluç̃ao exata e erro cometido quando for necessário.

• Funç̃ao de ṕos-processamento para cálculos de derivadas quando for o caso.

2 Validação - Equaç̃ao do Calor com condutividade
unit ária

Teste o seu programa considerando a equação:
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= f(x, y, t) emR = (0, 1)× (0, 1) (2)

sendof(x, y) tal queue(x, y) = t2x(x − 1)y(y − 1) é a soluç̃ao exata da equação. Con-
sidere condiç̃oes de contorno de valor prescrito em todos os pontos do contorno.

• Apresente o gŕafico da soluç̃ao encontrada e o gráfico da soluç̃ao exata nos tempos:
t = 0.5 e t = 1.0 para os dois tipos de avanço no tempo considerando o método
SOR com umw adequado na solução do sistema linear.

• Utilize a seguinte expressão do erro para comparar a solução aproximada com
soluç̃ao exata:
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(3)

Faça um estudo do comportamento da solução aproximada para os dois esquemas
implementados:

– Considere na sua análise o erro (3) em um tempo no interior do intervalo (por
exemplo,t = 0.5)

– Escolha tamanhos diferentes do problema considerandon = m, n > m e
n < m.

• Qual o melhor esquema de avanço no tempo para esse problema,considerando
tempo de processamento, convergência, erro cometido e ḿetodo de soluç̃ao do sis-
tema linear?



3 Aplicação - Distribuição da press̃ao em reservat́orios
de petróleo de baixa compressibilidade

A distribuição de press̃ao em reservatórios de petŕoleo de baixa compressibilidade pode
ser simulada pela equação:
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ondep(x, y, t) representa a pressão e

a =
K

φµc
(5)

sendo que:K permeabilidade,φ porosidade,µ viscosidade ec compressibilidade, são
propriedades do meio poroso e do fluido. Um problema acadêmico padr̃ao é conhecido
como o problema dos 5 poços (oufive-spot). É considerado um reservatório quadrado
com 1 poço injetor no centro e 4 poços produtores nos vértices. Poŕem a distribuiç̃ao
de press̃ao é siḿetrica nas duas direções, portanto pode ser analisada a distribuição da
press̃ao somente em1

4
do quadrado (observe a Fig. 1). Assim, considera-se o domı́nio R

como o quadrado(0, 1)× (0, 1), sendo o poço injetor localizado em(x, y) = (0, 0) e um
poço produtor em(x, y) = (1, 1). Neste caso o fluxo do fluidóe nulo nas arestas deR
devidoà simetria na distribuiç̃ao dos poços (i.e. velocidade nula nas arestas). Pela Lei de
Darcy, a velocidade do fluidóe dada por:
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Portanto, tem-se como condição de contorno para a equação (4) a derivada normal da
press̃ao nula nas arestas:

∂p

∂n
(x, y, t) = 0 para(x, y) ∈ ∂R. (7)

A press̃ao no poço injetor e no poço produtor possuem valores conhecidos, respectiva-
mente, dados por:

p(0, 0, t) = pI p(1, 1, t) = pref t > 0 (8)

A condiç̃ao inicial a ser adotadáep(x, y, 0) = pref como ńıvel de refer̂encia de pressão.

• ConsidereK = 100, φ = 0.1, µ = 1 e c = 10.0 em um sistema de dimensòes
compat́ıveis. A press̃ao de refer̂enciaé pref = 0.0 e a press̃ao no poço injetoŕe
pI = 100.

• Apresente o gŕafico da soluç̃ao encontradat = 1.0 para os dois tipos de avanço
no tempo considerando o método SOR com umw adequado na solução do sistema
linear.



Figura 1: Geometria do Problema dos 5 poços.

• Utilizando uma aproximaç̃ao por diferenças finitas para a velocidade definida pela
Eq. (6) apresente o gráfico da velocidade.

• Faça um estudo comparativo dos métodos Impĺıcitos e Crank-Nicolson com o
método SOR e tamanhos diferentes do problema sendon = m, n > m en < m.

4 Estrutura do relat ório

O relat́orio deve ser escrito observando as normas do padrão ABNT. A divis̃ao do relat́orio
deve ser de acordo com as seguintes seções:

• Introduç ão: apresentar a estrutura do trabalho e os objetivos

• Método das Diferenças finitas:um pequeno resumo considerando todas as
técnicas e ordens de aproximação consideradas.

• Implementação: onde ser̃ao apresentados a estutura do código e partes significati-
vas do ćodigo comentado.

• Experimentos Numéricos:onde ser̃ao apresentados os exemplos testes utilizados,
tanto as entradas para os programas bem como tabelas e gráficos das respectivas
sáıdas geradas pelas soluções.

• Conclus̃ao: onde ser̃ao discutidos os resultados obtidos.


