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Resumo da Dissertagao apresentada ao PPGI/UFES como parte dos requisitos ne-

cessarios para a obtencao do grau de Mestre
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Leonardo Muniz de Lima
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Técnicas especiais de armazenamento sao importantes ferramentas para melhorar a
eficiéncia computacional de um cédigo de elementos finitos que utiliza a computacao
de alto desempenho. No presente trabalho, foi realizado um estudo comparativo
entre as estratégias de armazenamento elemento-por-elemento (EDE), aresta-por-
aresta (EDE) e compressed sparse row (CSR), considerando a técnica de decompo-
sicao de dominios com estruturas de blocos orientados e o método GMRES para a
resolucao dos sistemas linerares. Foram resolvidos quatro problemas exemplo: ad-
veccao em um campo de escoamento rotacional, cone em rotagao, advecgao e difusao
com solucao conhecida e uma equacao diferencial parcial eliptica de 2* ordem.
Experimentos numéricos confirmam que, com a técnica de paralelizacao empre-
gada, foram encontradas as mesmas solugoes aproximadas independentemente do
numero de processadores e das estratégias de armazenamento empregados. Foram
medidos o speedup e a eficiéncia para cada caso. A estratégia CSR foi a mais rapida
em todos os testes realizados. No entanto, a estratégia EDE pode ser classificada
como aquela que melhor adequou-se ao processo de paralelizacao, por apresentar

maiores valores de speedup e eficiéncia na maior parte dos casos.
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Special storage techniques are important to improve computational efficiency of fi-
nite element codes that use high performance computing. In this work, we perform
comparative studies among three storage strategies: element-by-element (EDE),
edge-by-edge (EDE) and compressed sparse row (CSR). We consider a domain de-
composition technique with a block-arrowhead structure of the finite element matrix
and the GMRES method for the solution of the linear systems. We solve four exam-
ple problems to validate and compare the implemented structures: advection in a
field of rotational flow, rotational cone , advection and diffusion with known solution
and an elliptical partial differential equation of second-order.

We confirm through the numerical experiments that, with the parallel techni-
ques, same approximated solutions can be obtained independently of the number of
processors and the storage strategies employed. Speedup and efficiency have been
measured in each case. The CSR strategy is the fastest in all examples. However,

in most of cases, EDE strategy presents highest values of speedup and efficiency.
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Capitulo 1

Introducao

Com a evolucao da metodologia de elementos finitos, é possivel a construcao de so-
lugoes aproximadas para problemas cada vez mais complexos nas diversas areas da
engenharia. Como a solugao desses problemas demandam grande tempo de proces-
samento e alto consumo de memoria, faz-se necessario o uso da computacao paralela.
Uma eficiente implementagao de um codigo de elementos finitos em paralelo conduz
principalmente a reducao no tempo de processamento. No entanto, esta reducao
muitas vezes estd intimamente relacionada com o consumo de memoria, uma vez
que os dados a serem processados em uma tinica maquina com uma inica memoria,
encontram-se agora distribuidos pelas memorias dos diversos processadores envolvi-
dos na paralelizacao. Sendo assim, o principal objetivo desse trabalho é comparar a
eficiéncia de trés estratégias especiais de armazenamento utilizadas em elementos fi-
nitos e aplicadas a um problema modelo, considerando a estratégia de decomposicao

de dominios com estruturas de blocos orientados da matriz de discretizacao.

O método dos elementos finitos é uma técnica geral para construcao de solugoes
aproximadas para problemas de valor de contorno e valor inicial que envolve divisao
do dominio de solu¢ao em um nimero finito de subdominios, denominados elemen-
tos finitos [18]. A discretizacao pelo método dos elementos finitos resulta na solu¢ao
de sistemas lineares de equacoes. As matrizes geradas por essa discretizagao tém
uma enorme esparsidade e seus coeficientes nao nulos nao sao dispostos uniforme-
mente. Os métodos iterativos nao-estacionarios sao mais indicados nesse caso, pois
apresentam facilidades no armazenamento das matrizes esparsas [35]. Além disso,
a principal operacao desses métodos, o produto matriz-vetor, pode ser realizada
acessando apenas as posi¢oes nao nulas da matriz dos coeficientes. Entretanto, pa-

ra que essa vantagem dos métodos nao-estacionarios possa ser melhor aproveitada,



ha necessidade de se definir estratégias de armazenamento especiais das matrizes

envolvidas.

Existem varias estratégias de armazenamento aplicadas ao método dos elemen-
tos finitos e utilizadas juntamente com métodos iterativos de solucao de sistemas
lineares. Nesse trabalho foram implementadas as estratégias elemento-por-elemento
(EBE) [18], aresta-por-aresta (EDE) [6][28] e a estratégia Compressed Sparse Row
(CSR) [35].A mais popular é o armazenamento elemento-por-elemento (EBE). Nessa
estratégia a matriz de discretizagao por elementos finitos nao é montada, mas, suas
contribuigoes sao armazenadas em estruturas de dados que representam cada ele-
mento. A estratégia EBE apresenta uma conectividade elemento-né que é utilizada
toda vez que um produto matriz-vetor é requerido. A estratégia EDE é semelhante a
estratégia EBE e, nesse caso, a matriz de discretizacao por elementos finitos também
nao é montada, mas suas contribuigoes sao guardadas em estruturas de arestas dos
elementos. Essa estratégia apresenta uma conectividade aresta-né que ¢é utilizada
toda vez que um produto matriz-vetor deve ser realizado. A terceira estratégia de
armazenamento utilizada, CSR, tem como principal caracteristica o armazenamento
de apenas as posicoes nao nulas da matriz de discretizacao. E nesse caso, a matriz

de discretizacao esparsa ¢é subtituida por trés vetores auxiliares.

Mesmo utilizando estratégias de armazenamento especiais, certas classes de pro-
blemas demandam grande tempo de processamento e alto consumo de memoria.
Atualmente, a computacao paralela tem mostrado ser uma forma bastante eficaz
na busca por um melhor desempenho para realizar essa tarefa. Diversas inovagoes
tém sido apresentadas nessa area, desde arquiteturas especificas as versoes parale-
las de muitos algoritmos. Muitas sao as opcoes de arquiteturas paralelas, as quais
variam de supercomputadores, construidos com a finalidade especifica de obter alto
desempenho, a maquinas como os clusters [2], que utilizam computadores comuns
interconectados por uma rede. Os supercomputadores sao extremamentes eficien-
tes, contudo o custo dessas maquinas é muito alto. Os clusters por sua vez possuem
uma eficiéncia menor, entretanto essas maquinas apresentam a vantagem de um bom

poder de processamento por um custo bem menor.

Como ja foi mencionado um cluster é formado por diversas maquinas, as quais
possuem seu proprio processador e sua propria memoria. Assim, para que um proces-
sador conheca dados que nao pertencam a sua respectiva memoria, sao realizadas

operagoes de envios e recebimentos de mensagens. Contudo, para que estas ope-



racoes sejam realizadas de maneira mais simples sao utilizadas alguns aplicativos
que constroem uma interface de software entre as varias maquinas. Existem muitos
exemplos desse tipo de aplicativo, os quais se enquadram em classes bem distintas
de paradigmas de programagao paralela: o Message Passing Interface MPI [29] e
o Parallel Virtual Machine PVM [13] com o paradigma simplesmente de troca de
mensagens, o TreadMarks [24], com paradigma de distributed shared memory e o
High Performance Fortran HPF [17] com o paradigma de parallel data. O padrao
MPI foi o escolhido para ser utilizado no presente trabalho, uma vez que apresenta
algumas vantagens sobre os demais. Maior desempenho em relagao ao TreadMarks
e HPF e maior versatilidade em relacao ao PVM. Em MPI, as operacoes de envio e
recebimento de mensagens sao representadas pelas primitivas send e receive [8], res-
pectivamente. Neste trabalho é utilizado o padrao MPI com a biblioteca lam-mpi,

versao 6.5.9-tcp.1.!

O problema modelo é dado pela equacao de adveccao e difusao transiente e bidi-
mensional discretizada por elementos finitos utilizando uma estabilizagao Streamline
Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) [5]. O sistema linear de equagoes proveniente da
formulagao do método dos elementos finitos é resolvido através de método iterativo
nao-estaciondrio do residuo minimo generalizado (GMRES)[36] para os casos mais
gerais e o método dos gradientes conjugados [35] para casos envolvendo apenas di-
fusdo. Em ambos os métodos nao foram utilizados pré-condicionadores. E realizada
uma etapa anterior ao processamento paralelo denominada pré-processamento pa-
ralelo. Nesse etapa ¢é gerada a malha de elementos finitos e a mesma é particionada
com o auxilio do particionador METIS [23]. E utilizada uma técnica de decompo-
sicdo de dominio a partir de uma estrutura de dados paralela [20] composta por
blocos orientados. Sao aplicadas sobre a estrutura de dados paralela trés estratégias
de armazenamento especiais implementadas. Para verificar o desempenho da estru-
tura paralela proposta, sao utilizados quatro problemas exemplos que sao modelados

pela equagao de adveccao e difusao.

Dentre os diversos trabalhos encontrados na literatura que apresentam solugoes
em paralelo para o método dos elementos finitos, pode ser destacado o estudo de-
senvolvido por Jimack e Touheed [20], em 2000. Neste trabalho é apresentada uma
forma eficiente para escrever programas paralelos para o método dos elementos fi-

nitos utilizando o padrao MPI. Essa mesma forma abordada no presente trabalho.

lwww.lam-mpi.org



Outro trabalho correlato é a dissertagao de mestrado de Slobodcicov [38], de 2003,
que apresenta uma proposta para paralelizar as equagoes de aguas rasas discretiza-
das pelo método dos elementos finitos. Alguns objetos do trabalho de Slobodcicov
foram importantes para o presente trabalho, como por exemplo, a escolha do ti-
po de particionamento sugerido pelo software METIS. Um ponto em comum entre
os dois trabalhos é o uso do algoritmo de solucao de sistemas lineares, o GMRES,
embora o problema estudado por Slobodcicov envolvesse um conjunto de equagoes
mais complexas que a equacao de adveccao e difusao, utilizada aqui. Outro trabalho
correlato foi apresentado por Kaceniauskas e Rutshmann [22]. Eles descrevem um
software para resolver em paralelo as equacoes de Poisson, de transporte convectivo
e alguns problemas modelados pelas equacoes de Navier Stokes, todas discretizadas
por elementos finitos. Utilizam a estratégia de decomposicao de dominio e, em co-
mum com o presente trabalho, utilizam para resolver o sistema linear o algoritmo

GMRES e para o particionamento do dominio o METIS.

Em relagao as estruturas de armazenamento, as discussoes realizadas por Ribeiro
e Coutinho [34], em 2003, tém uma relacao estrita com o presente trabalho. Eles
apresentam uma comparagao entre as trés estratégias de armazenamento aplicadas
ao método dos elementos finitos que serao apresentadas no presente trabalho. Outro
ponto em comum com o presente trabalho é a escolha dos métodos de solucao de
sistemas lineares: o método dos gradientes conjugados e o GMRES. As conclusoes
do trabalho mostram que a estratégia CSR é uma boa escolha em relagao ao pro-
cessamento tempo, mas se a prioridade for o uso de memoria sem duvida a melhor
escolha ¢ a estratégia EDE. A tese de mestrado apresentada por Gowda [15] também
faz um estudo das estratégias de armazenamento. Ele faz uma comparacao entre as
estratégias de armazenamento EBE e CSR aplicadas a paralelizacao da equagao de
Poisson utilizando a decomposi¢ao de dominio referida em [20] e, nesse caso, utiliza o
método dos gradientes conjugados para resolver o sistema linear resultante. Gowda

conclui que a estratégia CSR é mais rapida que a EBE.

No que se refere aos tipos de maquinas e plataformas utilizadas para realizar os
testes de desempenho, pode ser destacado o trabalho de Kaceniauskas e Rutshmann
[22], onde a andlise do desempenho foi medida através da resolucao de alguns pro-
blemas modelo em trés tipos de arquiteturas: em um convecional cluster de PC’s,
em um cluster de estagoes de trabalho IBM RISC [39] e no supercomputador SP2
[1] da IBM. O trabalho de Elias et al. [10] apresentou uma implementacao paralela



de esquemas do tipo Newton inexato associados a formulagoes de estabilizacao do
método dos elementos finitos e os testes de desempenho foram realizados em dois
tipos de plataformas, uma plataforma Windows com um mini-cluster composto por
4 laptops e, uma plataforma Linux utilizando um cluster com 16 nés dual Intel Pen-
tium III. Os testes relativos ao trabalho de Gowda [15], por sua vez, foram realizados

utilizando duas arquiteturas: uma Sun UltraSPARCII[26] e uma SGI MIPS [27].

O presente trabalho consta de mais 5 capitulos além dessa introducao. No
proximo capitulo é apresentado o processo de discretizagao da equacao de advecgao
e difusao pelo método dos elementos finitos. No Capitulo 3 sdo discutidos os as-
pectos referentes ao pré-processamento paralelo, é apresentado um resumo sobre as
arquiteturas paralelas mais comuns, sao descritas as técnicas e estruturas paralelas
abordadas em [20] e [31] e finalizando o capitulo sdo analisados os passos principais
do algoritmo paralelo propriamente dito. No Capitulo 4 sao realizados estudos so-
bre trés estratégias de armazenamento de matrizes esparsas: EBE, EDE e CSR. O
Capitulo 5 contém os resultados obtidos a partir 4 problemas exemplo implemen-
tados utilizando as estruturas paralelas e estratégias de armazenamento propostas.

No ultimo capitulo sao apresentadas as principais conclusoes obtidas.



Capitulo 2

Formulacao Numeérica para a
Equacao de Adveccao e Difusao

Nesse capitulo é apresentada a discretizagao por elementos finitos da equagao de ad-
vecgao e difusao em duas dimensoes usando a formulagado SUPG (Streamline Upwind
Petrov Galerkin)[5]. E realizado um estudo da formulacio em nivel local, onde cada
matriz do elemento é explicitada classificando-se cada parte relativa a formulacao
SUPG. Na pentltima secao, ¢ discutido o algoritmo utilizado para resolver a dis-
cretizacao do avanco no tempo. Por fim, sdo apresentados um breve historico dos
métodos de solucao de sistemas lineares, o método utilizado para resolver o sistema
linear resultante da discretizagao da equacao de adveccao e difusao e sugestoes de
estratégias especiais de armazenamento dos dados para as matrizes resultantes da

discretizacao por elementos finitos.

2.1 Equacao transiente de adveccao e difusao bi-

dimensional

Seja  uma regiao limitada de IR?, com contorno I' suave por partes, sendo & =
{z y}T = {z;}, um ponto de Q@ = QUT e n = {n, n,}T = {n;} o vetor normal
externo de I'. I'y e I';, sao subconjuntos de I' satisfazendo as condigoes: I'y UT',, =T°

e 'y, NI, = 0. De acordo com Brooks e Hughes [5], a partir das leis de conservacao
d

resultantes do balanco da quantidade arbitraria w com seus fluxos o e o{ no interior



de €2, tem-se:

Uy 07 + Ugi =1, (2.1)

onde o = f;u é o fluxo advectivo; o =

—kiju,; ¢ o fluxo difusivo; f ¢ o termo de
fonte; 3; ¢ o campo de velocidade do fluido e k;; ¢ a difusividade volumétrica, dada

por:

k. 0O
k= { 0k, } . (2.2)
Em coordenadas cartesianas a equagao (2.1) apresenta a forma:
8u 8 ou

Considerando o campo de velocidade 8 = {3, §,}7 com divergéncia nula, ou seja,
div@ = 0, tem-se:

ou ou 0 ou ou

0

- . (2.4)

ou

% +B.Vu—V.(kVu)=f. (2.5)

Deseja-se resolver um problema de valor inicial que consiste em encontrar u(x,t)

satisfazendo (2.5) em €2, tal que:

u=g em I, (2.6)

ou ou
—on; = k”@ = —k% =h em I, (2.7)
u(l‘, 0) = U (28>

sendo g e h fungoes de x e t, e uy funcao apenas de .

2.2 Formulacao SUPG

A formulacao padrao de Galerkin nao gera bons resultados quando o escoamento
é fortemente advectivo devido as imprecisoes e instabilidades geradas pelo uso de

funcoes testes usuais [18]. A formulac@o Petrov-Galerkin [5] utilizando fungoes testes



especiais tem apresentado resultados excelentes para o tratamento de problemas com
adveccao dominante. Sendo assim, neste trabalho ¢ implementada a formulacao

SUPG sugerida por Brooks e Hughes [5].

Para definir a formulacao fraca ou variacional para o problema (2.5), é necessario
definir duas classes de fungoes [18]. A primeira deve ser composta pelas fungoes
candidatas a solucao ou funcoes de teste. Dentre essas fungoes, considere o conjunto
daquelas que satisfazem a condi¢ao de contorno de valor prescrito e também sao
quadrado integraveis. Esse novo conjunto é denominado conjunto das funcoes de
teste S. O segundo conjunto, denominado V, é formado pelas func¢oes de peso, ou
variagoes. Essas funcoes sao similares as fungoes de teste, exceto que em I'y o valor

das funcoes de peso deve ser igual a zero.

Considera-se o dominio €2 dividido em n; elementos, 2., e = 1,2, .., n, tal que

el

Q= U Qe eQ;NQ; =0. As fungbes u € S e w € V sao aproximadas por fungoes
e=1

de dimensao finita u"* € 8" C S e w" € V" C V, respectivamente definidas por:

Sh={u"u € H" u" = gem T} (2.9)

V= {whw" € B w" =0 em T,}. (2.10)

onde H'" representa o conjunto das funcoes quadrado integréveis aproximadas também

em um espaco de dimensao finita.

No método tradicional de Galerkin, as funcoes testes consideradas sao continuas
ao longo dos contornos entre os elementos. A formulagao SUPG define uma fungao
teste descontinua na forma:

Ww=w+p, (2.11)

onde w € V é a funcao teste continua e p é a contribuicao descontinua no contorno
(streamline upwind). Estudos realizados por Tezduyar, Liou e Behr [42] demonstram

que:
-

D = — v 2.12
o=t gAYV (2.12)

h

onde 3 ¢é o campo de velocidade do fluido definido em (2.1); 7 = 3,

sendo h igual a

raiz quadrada da area do elemento e. Portanto, a formulagao variacional aproximada



para a discretizacao SUPG de (2.5) é

Z/ —+B Vu' = V(kVu"))dQ = Z/ W fdQ . (2.13)

A equagao (2.13) pode ser representada por trés contribuigoes distintas:

Galerkin (G) |+ | Petrov-Galerkin (PG) | = |Fonte (F) (2.14)

/ (ai + B"Vu" — V(EVu"))dQ +
Q a

/

(2.15)

J

Z/ —+[3 Vi — V(kVu"))dQ =

PG

/ (w" + p") fdQ .
Q

N J/

-~
F

Aplicando integracao por partes e usando (2.12) para cada contribuigao, obtém-se:

/w a—dQ—l—/whﬁhVuh—/th.kVuth+
Jo ot Q Q

V

h_Q h hQ h. h' hQ:
HBH/BV d +/BVw5 NV + [ VWY (k) dR)

Qe

~

PG

h
/J 7 || fdt (2.16)

F

onde cada parcela recebe denominacao relativa a sua representacao fisica, ou seja,

(“massa’): /Qwhaa“t IIB"II/ B Vw h—dQ (2.17)
(adveccdo): /Q wﬁhVuthe HB H / B" Vuwha" VuldQ (2.18)
(difusdo): /Q Vu' kVudQ e Z 7 /Q E B" V"V . (kVu")dQ  (2.19)
(fonte): /Q (w" + ||5"||Bhv ™) fdQ (2.20)



A aproximacao por elementos finitos é feita considerando

n—"c

w (@, t) = ' ci(t)gi(x) (2.21)

n—="ec

u(x,t) = Z w;(t) () (2.22)
—(z,t) = 4 a;(t)pi(x) (2.23)

sendo 7 o total de nés da malha, 7. os nés de contorno fisico, ¢; um conjunto
de constantes arbitrarias, a; a derivada de u; em relacao a t e ¢; uma funcao de
interpolagao usual [18] relativa ao né i. Decorrente dessa aproximacgao, pode-se
representar a equagao (2.16) como um sistema de equagoes diferenciais ordindrias
de 1* ordem:

Ma + Ku=F (2.24)

onde u = {uy us ... uy_p.}* é o vetor de valores nodais, a = 8@_1; é o vetor que
contém os valores nodais da derivada de uw e M ¢é denominada matriz de massa
consistente, ¢ obtida através das substitui¢oes de (2.21) e (2.23) nos termos de (2.17).
K, denominada matriz de rigidez, é obtida pelas substituigoes de (2.21) e (2.22) nos
termos de adveccao e difusao, descritos em (2.18) e (2.19), respectivamente. O termo

de fonte F', por sua vez, é obtido pelas substitui¢oes de (2.21) e (2.22) em (2.20).

2.3 Estruturas de dados por elementos

As matrizes M e K e o vetor F', considerados na secao anterior, podem ser obtidos

a partir das contribuigoes individuais dos elementos. Assim, tém-se:

M = Z(m; +mg,),

K =) (kj+kp,) (2.25)

e

F=> (fi+ 5

onde subescritos g e pg representam as contribuigoes obtidas a partir das formulagoes

de Galerkin e Petrov-Galerkin descritas na secao anterior. As matrizes dos elementos
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mg, m; . ki, e k; serao definidas na préxima segao. Os vetores dos elementos f
e f,, representam as contribuigoes dos termos de fonte no elemento e referentes a
formulacao de Galerkin e Petrov-Galerkin, respectivamente. E importante lembrar
que a matriz de rigidez K de (2.25) é obtida pela soma dos termos difusivos e
advectivos. Desse ponto em diante, as contribui¢oes armazenadas na matriz K
serao desmembradas em duas outras matrizes: D, que serd considerada a matriz
dos termos difusivos, e C', a matriz dos termos advectivos. Assim, K pode ser

reescrita como:

K=D+C=) (d+d,+c+c,) . (2.26)

onde dj e cj sao as matrizes dos elementos relativas as contribuigoes difusiva e

advectiva, respectivamente, referentes a formulagio de Galerkin e d;, e cj, sdo as

(2
matrizes dos elementos relativas também as contribuicoes difusiva e advectiva, res-
pectivamente, contudo referentes a formulacao de Petrov-Galerkin. Essas matrizes

serao definidas na préoxima secao.

Nesse estudo serao considerados apenas elementos triangulares lineares. Assim,
em um elemento genérico e, conforme descrito na Fig. 2.1, a aproximacgao (2.22)

pode ser representada por:

ul(x, t) = Zui(t)Ni(a:) (2.27)

(0,1)

Figura 2.1: Elemento triangular linear

onde Ni, Ny e N3 sao respectivamente as funcoes de interpolacao no interior do

elemento [18] relativas aos nés 1, 2 e 3 do elemento e. Mais precisamente, essas

11



fungoes para o caso de elementos triangulares lineares sao dadas por:

Ny =¢
Ny =n (2.28)
Ny=1-§—n

onde ¢ e 1 representam as variaveis locais no elemento padrao, Fig. 2.1. A matriz
Jacobiana que define a transformacao das coordenadas globais para as coordenadas

locais é dada por:

or Or
0§ On _

J _ _ |: 13 I32:| (229)
@ @ —Y31 Y23
0§ On

sendo z;; = x; — xj e Yi; = Y; — Y;, com x; e y; coordenadas globais do elemento e e

i,7 =1,2,3. A transformacao inversa de J é dada por:

LS

J—l _ 8x 3y _ L |:y23 1'32:| (2 3())
on o 2A¢ |ys1 13 '
dy Oy

onde A€ é a area do elemento e. E comum definir o operador gradiente discreto das

funcoes de interpolacao por:

a_N 0]\71 aNz 8N3
B = B, _ Oz _ 1 Oz Oz Oz _ 1 Y23 Y31 Y12
= = = = (2.31)
By ON 2Ae aNl 8]\72 8N3 2A¢ |x39 T13 To1
oy dy Oy Oy

2.4 Matrizes dos elementos

Nessa secao sao descritas as matrizes dos elementos a partir das parcelas de Galerkin
e de Petrov-Galerkin definidas em (2.25) e (2.26). Em todos os casos sdo conside-
radas as fungoes de interpolagao descritas em (2.28). Todas as integrais podem ser
resolvidas sem uso de aproximacoes numeéricas devido a simplicidade das funcoes de

interpolagao escolhidas.

12



2.4.1 Matriz de massa consistente de Galerkin

Aplicando as aproximagoes de elementos finitos descritas na Segao 2.2 a cada ele-
mento na parcela da massa consistente de Galerkin, descrita em (2.16), verifica-se
que:

hauh e T
W40 = m¢= [ NTNdQ, (2.32)
Q. ot g Q.

onde N = {Ny, Ny, N3}T', conforme definido em (2.28). Devido as particularidades,

ja mencionadas de IN, tem-se:

2 1 1
Ae
my="5 (12 1], (2.33)
112

onde A° é a area do elemento e.

2.4.2 Matriz de difusao de Galerkin

Como resultado das aproximacoes impostas pelo método de elementos finitos, a
matriz referente a parcela de difusao de Galerkin de (2.16), para um dado elemento,

pode ser obtida por:

/ Vu" kVu'dQ = di= [ B"kBdQ, (2.34)

Qe

Como o integrando BTkB é constante e fazendo by = ya3, by = Y31, b3 = Y12,

a1 = T32, g = T13 a3 = Toy ¢ facil verificar que:

kmblbl + kya1a1 kxble + kyalaQ kmblbg + kya1a3
de = e kmbgbl + ]Cy(lgal l{/‘xbgbg + k’yagag k‘mbgbg + k?y(lgag (235)

]{xbgbl + kyagal kxbng + ky&gag kxbgbg + kyagag

Na matriz descrita em (2.35), observa-se a propriedade de deficiéncia de posto, ou

seja, observa-se que:

(kzblbl + kyalal) = —(kxblbg + ky@lag) — (kmblbg + kyCl1(L3>
(l{?xbgbg + k?y(lgag) = —(k)xbgbl + k:yagal) - (/{Zmbgbg + k'y(IQCLg) (236)

(k’xbgbg + k‘yagag) = —(k’xbgbl + k:yagal) — (k}xbgbg + kyagag)

13



define-se entao:

1
dij = m(kxbzbj —|— l{:yaiaj), ’L,j = 1,2,3 (§] Z 7é] (237)

Observando que d;; = dj;, é possivel escrever a matriz de difusao de Galerkin com

apenas tres coeficientes distintos:

—(d12 + d13) dy2 dy3
1
d; =i di2 —(dy2 + da3) das (2.38)
di3 das —(di3 + da3)

2.4.3 Matriz de adveccao de Galerkin

As aproximacoes do método dos elementos finitos aplicadas a parcela de adveccao

em (2.16) definem a matriz de advecgao de Galerkin em cada elemento:
/ W'V = = / NTB3"Bd0 (2.39)
Qe Qe

considerando o campo de velocidade constante no elemento e novamente fazendo

b1 = Y23, ba = Y31, b3 = Y12, a1 = T32, G2 = T13 € a3 = T2 obtém-se:

ﬁ:}cbl + ﬁyal ﬁbe + ﬁya2 ﬁbe + Bya3
1
c; = 6 ﬁwbl + 5ya1 ﬁbe + 5@/@2 ﬁ$b3 + ﬁyafi ) (240)

Bxbr + Byar  Byba + Byas  Bibs + Byas

e observando a deficiéncia de posto:

(51131 + 5ya1> = _(ﬁxb2 + Bya2) - (ﬁbe + 6ya3>
(Babz + Byaz) = —(Bubr + Byar) — (Bubs + Byas) (2.41)

(ﬁxb?) + ﬁyaii) = _(ﬁxbl + ﬁyal) - (ﬁbe + ﬁya2) )

a matriz (2.40) pode ser reescrita como:

1 —(c12 + c13) C12 C13
g = 6 C21 —(ca1 + c23) C23 : (2.42)
C31 C32 —(c31 + €32)
onde
Cij = Bubi + Bya; 1,7 =1,2,3 e i #7. (2.43)

14



Observa-se a nao simetria da matriz ¢, porém, levando em consideragao (2.40),
nota-se que sao necessarios apenas trés coeficientes distintos para representa-la:
1 Ci1 Ci2 Ci3

e
C,A = — Ci11 C12 C13 (244)
€11 Ci2 (13

2.4.4 Correcao SUPG na matriz de massa

Apoés aplicar aproximagoes do método de elementos finitos a parcela de massa pre-

sente na expressao (2.16), obtém-se para cada elemento:

h
T /gh.vwhaidg — m
Qe

)
e — [ BTBNIN 2.45
d ot AT / o (2:45)

Assim, considerando constante o campo de velocidades no elemento tem-se:

ﬁwbl + Bya'l ﬁxbl + Bya'l 5:1:[)1 + 5@/0’1

-
my, = 613 Baba + Byas  Biba + Byas  Biba + Byas | (2.46)

517173 + 5@;@3 ﬁzb?) + ﬁyafﬂ 6zb3 + 5ya3

como em (2.46) ocorre a mesma deficiéncia de posto apresentada em (2.45), a matriz

m,,, pode ser reescrita:

- —(ma1 + ms1) Mo m3
m;g = 6(/3]] ma1 —(ma1 + ms2) Mma3 , (2.47)
ms1 ms3a —(maz + mas)
onde tem-se:

€

. e s -
Verifica-se que m;, ¢é igual a (c;

)" a menos de uma constante. Portanto, m¢,

também pode ser representada por apenas trés coeficientes distintos:

- mi1 Mmix Mmn - 11 €11 (11
e
m Mo M2 Ma2 = Ci2 Ci2 Ci2 ) (2-49)

Py — ~ 68|
SIBI | gy mgs mas | BN | iy cip s

onde c11, €12 € ¢13 880 os termos da matriz (2.44).
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2.4.5 Correcao SUPG na matriz de difusao

A partir da parcela de difusdo existente na expressao (2.16) obtém-se para cada

elemento:
| VY. (kVu" )i —  d, = — [ B"BV(KVB)IQ (2.50)
18" Ja. 18l Ja.

O integrando da expressao (2.50) depende das derivadas de segunda ordem das
funcoes de interpolacao. Neste caso considera-se funcoes lineares, portanto a contri-

buicao SUPG do termo de difusao nulo, ou seja,

d, =0 (2.51)

2.4.6 Correcao SUPG na matriz de adveccao

A matriz de corregao SUPG da parcela de advecgao presente (2.16), para cada

elemento, obtida apds aproximacoes de elementos finitos, é obtida como:

T / BV Vi) — &, = —— / B'88TBIO  (2.52)
18] Ja. 18 Ja.
Considerando a velocidade constante no elemento e assumindo:
ﬁaﬁx = ﬁxﬂx
6yy = ﬂyﬁy 5

chega-se a:

T .o
(Cy)ij = m(ﬁmbibj + Beybiaj + Bryaibj + Byyaiay) 1,5 =1,2,3 .  (2.54)

Visto que ¢;, € simétrica e que nesse caso também existe a mesma propriedade
de deficiencia de posto definida nas matrizes anteriores, ou seja, os elementos da
diagonal de ¢, podem ser obtidos como a soma dos simétricos dos elementos de
fora da diagonal em cada linha, obtém-se a matriz de correcao de advecgao de forma

semelhante & matriz de difusao de Galerkin:

—(chg +c13) chs chg
e T
Cpg = 1A 3] chs —(chg + c53) ch3 : (2.55)
chg ch3 —(c + ch3)
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onde aparecem apenas 3 termos distintos sao:

T

chf = m(ﬁmbﬂh + Baybrag + Byyarby + Byyaiasz)
T

Clljg = M(ﬁxxblb?) + ﬁxybla?) + ﬁxyalb?; + Byyala?))
T

ng = M(ﬁxxbﬂ){i + B:ryblaii + ﬁxya2b3 + ﬂyya2a3>

2.5 Algoritmo de avanco no tempo

(2.56)
(2.57)

(2.58)

Para resolver o sistema (2.24) foi utilizado um algoritmo preditor-multicorretor defi-

nido em [19]. Neste algoritmo a equacgao (2.24) ¢é discretizada por diferengas finitas.

Sendo n o contador de passos no tempo, as aproximagoes para a(t,) e u(t,), repre-

sentadas por a, e u, respectivamente, At o passo de tempo e, dados u, e a,, o

algoritmo pode ser resumido nos seguintes passos:

Predicao:

Corregao:

onde M*

i=0
u,(&)l = u, + 0.5Ata,

0
a'7(’L<|)>1 =

i=i+1
Calcule: R=F — (Ma(tll) + Ku(ifl))

n n+1
Resolva: M*Aa = R

Atualize : agll = aitll) + Aa

Atualize : uiﬁrl = ufflll) + 0.5AtAa

(2.59)
(2.60)
(2.61)

= M + 0.5AtK é uma matriz esparsa da ordem do nimero de nos

incégnitas, R = F — [Ma + Ku] é o vetor de residuos em funcao dos valores

iniciais da multicorrecao dos valores nodais de a e u, e Aa é a correcao dos valores

de a para a proxima iteracdo. Como o At adotado é fixo, a matriz M ™ nao varia

em cada passo no tempo, mas o mesmo nao ocorre com o vetor R que depende dos

valores atualizados de a e u.
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2.6 Resumo das matrizes dos elementos

Levando em consideracao as matrizes dos elementos discutidas na presente secao, é
possivel explicitar as contribuicoes em cada elemento relativas as matrizes M, K
relacionados com o céalculo do vetor de residuos R e as contribuicoes da matriz M *

referentes ao sistema (2.64):

Tel

M = A (m) (2.67)
K- ZA (K°) (2.68)
M = A ((m)) (2:69)

Assim, a matriz m® pode ser detalhada em nivel de cada elemento da seguinte

forma:
Ae 211 . 11 €11 C1
mé=mt+mt =— |1 2 1 Cclg Cla C 2.70
p g 2 + 6”5“ 12 C12 Ci12 ( )
1 1 2 C13 Ci13 C13
Ae 2Ae
com m; = ——cy; parai,j = 1,23 i # jem; = — A C1i para

6Hﬁ|\ 6Hﬁ\|

1 =1,2,3. Nota se que para armazenar os coeficientes de m® seriam necessarios 6

coeficientes, contudo sao utilizados apenas 4, pois a soma descrita em (2.70) é efetu-

ada somente quando m*® for solicitada, ou seja, para cada elemento sao armazenados
e

apenas o termo B referente a m; e 3 coeficientes distintos de my,

A construgao da matriz k° em cada elemento pode ser vista como:

—(d12 + di3) di2 di3
1
k®=d; +d,, +c;+cp, =1 dyo —(dyg + da3) das +
di3 da3 —(di3 + da3)
1 —(c12 + 13) C12 C13
6 C21 —(ca1 + €23) C23 +
€31 C32 —(c31 + ¢32)
—(ch +c3) ey chg
-
el I G R T R
chs ch3 — (3 + 53)
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e 1 1 T . -,
onde k;; = mdij—i-gciijmCZg comi,j =123 i#j, dy=djec;=cj.

Como ¢ nao é simétrica sdo necessdrios 6 coeficientes para representar a matriz k°.

Apés definir as matrizes m® e k° a matriz (m*)° pode ser construida facilmente:

(m*)° = m® + 0.5Atk* (2.72)

No presente trabalho, a matriz (2.72) nao é montada para cada elemento, uma
vez que suas partes integrantes m¢ e k° sao utilizadas separadamente para o calculo
do vetor de residuos R de (2.64). Também em (2.64) nota-se a necessidade de
resolver um sistema linear. Na proxima secao serd feito um breve histérico sobre
alguns métodos de solucao de sistemas lineares e principalmente o método utilizado

para resolver o sistema linear em questao.

2.7 Resolucao do sistema linear

O processo de discretizagao do método dos elementos finitos gera sistemas linea-
res de grande porte que precisam ser resolvidos através de um método numérico
adequado para preservar a maxima precisao. Os métodos para solucao de sistemas
lineares sao dividos em dois grupos: os métodos diretos e métodos iterativos. Os
métodos diretos sao aqueles que forneceriam a solugao exata, nao fossem os erros de
arredondamento. Como exemplo tem-se o método de eliminagao gaussiana, decom-
posicao LU e método frontal. Os métodos iterativos sao aqueles que permitem obter
a solucao de um sistema linear com uma dada precisao através de um processo con-
vergente. Tais métodos sao subdividos em métodos iterativos estacionarios, como
por exemplo método de Jacobi, o método de Gauss-Seidel e método SOR. No outro
grupo estao os métodos iterativos nao-estacionarios, como por exemplo o método
dos gradientes conjugados, o método do residuo minimo generalizado (GMRES) e
o método das dire¢oes conjugadas a esquerda (LCD). Esses métodos em sua maior

parte sao baseados em subespacos de Krylov.

Para resolver o sistema linear (2.64) efetivamente, foi utilizado o método GM-
RES [35]. Nao foram utilizados pré-condicionadores ou quaisquer outros tipos de
aceleradores de convergéncia. As matrizes M, K e M™ geradas pelo processo de
discretizacao sao esparsas, mas devido a propriedades inerentes ao método dos ele-

mentos finitos, essa esparsidade nao € trivial, ou seja, fora os coeficientes da diagonal,
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os coeficientes nao nulos estao dispostos ao longo das matrizes seguindo o padrao
proposto pela conectividade dos elementos, o que gera coeficientes nao nulos em
posicoes bem alternadas. Visando reduzir o consumo de memoria, as matrizes de
discretizacao sao armazenadas de forma alternativa. Algumas estratégias de armaze-
namento como elemento-por-elemento (EBE), aresta-por-aresta (EDE) e compressed
storage row (CSR) sao discutidas. O GMRES, assim como os demais métodos nao-
estaciondrios, possui duas operacoes principais: o produto matriz-vetor e o produto
interno. Assim, as estratégias propostas devem ser definidas de forma a garantir

uma boa eficiéncia na realizacao dessas duas operagoes.

Levando em conta estratégias de armazenamento especiais como as mencionadas
anteriormente, um sistema linear da forma (2.64) com poucas milhares de incégnitas
pode ser resolvido com certa facilidade e eficiéncia utilizando uma computador con-
vencional. Entretanto, quando o nimero de equagoes do sistema linear cresce, os
computadores convencionais passam a ter dois problemas: o consumo de memoria
e o tempo de processamento. Também em alguns casos, quando o computador esta
apto a resolver algum problema, o tempo de processamento é tao grande que in-
viabiliza tal procedimento. Nesses casos, a processamento paralelo tem mostrado
grandes resultados, tanto no gerenciamento de uma quantidade de memoria bem

maior quanto na reducao do tempo de execugao dos algoritmos.
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Capitulo 3

Processamento Paralelo

No presente capitulo sao abordadas as principais etapas do processo de paralelizagao
do métodos dos elementos finitos. Inicialmente, sao apresentadas sucintamente as
caracteristicas das diversas arquiteturas paralelas. Em seguida, trata-se o proble-
ma da geracao e particionamento da malha para o método dos elementos finitos.
Sao discutidas algumas técnicas de pré-processamento para preparar o conjunto de
dados para o processamento paralelo propriamente dito. Nesse capitulo também é
apresentada a estrutura de dados utilizada para efetuar o processamento paralelo.
Na secao seguinte, sao comentados os passos principais do algoritmo paralelo e uma
analise sobre a esparsidade gerada pelo sistema linear oriundo da discretizacao por

elementos finitos aplicada a estrutura de dados paralela proposta.

3.1 Arquiteturas paralelas

Nos tltimos 20 anos problemas como modelagem do clima, mapeamento do genoma
humano, modelagem de semicondutores, supercondutores e dispersao de poluentes
tém requerido um poder de processamento bem maior que aquele obtido através de
computadores convencionais. Assim, surge um novo campo da computacao denomi-

nado computacao paralela.

Os estudos em computagao paralela sao motivados por fatores, como por exem-
plo, avancos nas tecnologias envolvidas na producao dos componentes eletronicos
que tornam-se cada vez mais acessiveis financeiramente, mais eficientes no consumo

de poténcia e mais rapidos.
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Arquiteturas de diversos tipos, elaboradas para aplicagoes especificas, podem
ser utilizadas para acelerar a execucao dos problemas que exigem alto desempenho.
Sendo assim, faz-se necessario um rapido estudo sobre as classificacoes dessas arqui-
teturas. As arquiteturas podem ser classificadas de trés maneiras: segundo os niveis
de paralelismo, segundo a classificacao de Flynn [12] e segundo o compartilhamento

de memoria.

Em relagao aos niveis de paralelismo a classificacao da-se em nivel de instrucao,
também denominada granularidade fina. Como exemplos tém-se as arquiteturas pi-
pelined [33], superescalares [32] e VLIW [11]. Em nivel de thread, conhecida também
por granularidade média, tém-se como exemplos as arquiteturas multithreaded [21]
e SMTI[9]. E por tltimo, paralelismo em nivel de processo, ou granularidade grossa,

cujos exemplos bem conhecidos s@o os multiprocessadores e multicomputadores [4].

De acordo com Flynn [12] as arquiteturas sao classificadas baseado na forma como
as instrugoes e os dados sao processados. As combinagoes entre esses dois fatores
geram quatro classificagdes: instrugao tnica, dado tnico (SISD); instrucao tnica,
multiplos dados (SIMD); multiplas instruges, dado tinico (MISD); e multiplas ins-
trugoes, multiplos dados (MIMD).

As arquiteturas sao classificadas em relagao ao uso de memoria como maquinas
com memoria compartilhada, maquinas com memoria distribuida e maquinas com
memoria centralizada. As maquinas com memoria compartilhada possuem um tinico
espago de enderecamento e trabalham via operagoes de load e store [14]. J& as
maquinas que nao possuem memoria compartilhada trabalham com multiplos es-
pacos de enderecamento privados para cada processador e, nesse caso, as operagoes
utilizadas sdo send e receive [8]. A memdria é classificada como distribuida de acor-
do com a localizagao fisica da mesma, ou seja, se a meméria é implementada com
diversos modulos e cada moédulo é posto proximo de um processador. Por sua vez,
memoria centralizada é a memoéria que se encontra a uma mesma distancia dos pro-

cessadores, independente de ter sido implementada com um ou diversos médulos.

Alguns fatores que podem influenciar a escolha de uma arquitetura para a im-
plementacao de um dado algoritmo sao as estruturas de comunicagao requeridas, o
tamanho da memdria e a presenga ou auséncia de mecanismos de sincronismo [3][30].
No presente trabalho o tipo de arquitetura utilizada foi a de meméria distribuida,

mais particularmente clusters de estagoes de trabalho. Cluster pode ser definido
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como um sistema onde dois ou mais computadores trabalham de maneira conjunta
para realizar processamento pesado. Em outras palavras, os computadores dividem
as tarefas de processamento e trabalham como se fossem um tnico computador. O
principal motivo da referida escolha foi a opg¢ao de um grande poder de processa-
mento por um baixo custo. Assim, todas as implementacoes utilizadas no presente

trabalho seguem o paradigma aplicado a tal arquitetura.

3.2 Geracao e particionamento da malha de ele-

mentos finitos

O método dos elementos finitos possibilita uma discretizagao de um dominio 2 numa
grande generalidade de subdominios, denominados elementos, tais como, triangulos
e quadrilateros para o caso 2D e tetraedros e hexaedros para o caso 3D. Uma das
caracteristicas mais marcantes do método dos elementos finitos é a capacidade de
tratar malhas nao-estruturadas, o que possibilita modelagens de geometrias compli-

cadas e irregulares de forma mais conveniente.

Gerar malhas nao-estruturadas nao é uma tarefa trivial. Foi utilizado um soft-
ware de dominio piblico chamado Generator Mesh — GMSH *. Esse gerador de
malhas 2D ou 3D possibilita a visualizacao grafica da malha gerada e a criacao de
arquivos contendo a conectividade entre os nés da malha. Apds gerar a malha, o
proximo passo € criar as partigoes visando o processamento paralelo. Dessa forma,
divide-se o dominio em subdominios que fazem parte de processadores distintos. No
presente trabalho, optou-se por utilizar o niimero de parti¢goes igual ao ntimero de

processadores.

Em geral, dividir a quantidade de nds ou elementos entre os processadores de
forma que cada parte seja aproximadamente igual é algo trivial. Entretando, con-
seguir minimizar o nimero de comunicagoes mantendo o balenceamento nao ¢ uma
tarefa simples. Sendo assim, decidiu-se pelo uso de um particionador disponivel e de
dominio ptblico. O programa escolhido, METIS [23], forma um conjunto de softwa-
res que podem ser utilizados como particionador de grafos, particionador de malhas

e otimizador de matrizes esparsas. Dentre estas funcionalidades, foram utilizadas

Lwww.geuz.org/gmsh/
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aquelas que sao suficientes para particionar malhas estruturadas ou nao-estruturadas
geradas para o método dos elementos finitos. O programa METIS possibilita dois
tipos de particionamentos: o particionamento dual e o particionamento nodal. Am-
bos convertem a malha em um grafo e em seguida particionam este grafo. No caso
dual, o grafo é construido utilizando os elementos como vértices do grafo. Ja no caso
nodal, a malha é convertida em um grafo nodal, ou seja, cada n6 da malha torna-se
um vértice do grafo. A partir dos resultados obtidos em [38], decidiu-se aplicar o

procedimento dual.

Visando facilitar o entendimento da qualidade do particionamento e de como
um particiomento inadequado pode comprometer severamente o tempo de proces-
samento, ¢ considerada, sem perda de generalidade, uma malha exemplo na Fig.
3.1 contendo 49 nés e 72 elementos, cujos nos ao redor da malha sao nés de valor
prescrito. Considere também uma divisao dessa malha ao longo de quatro proces-
sadores. O particionamento precisa ser balanceado, ou seja, o nimero de nds ou
elementos a serem processados devem ser aproximadamente o mesmo em cada um
dos processadores. Uma outra preocupacao deve ser a fronteira de comunicagao, isto
é, um mesmo processador deve compartilhar com os demais processadores o menor
nimero de nés possivel. Se o balanceamento for inadequado, hd uma grande chance
de ocorrer situagoes onde alguns processadores poderao trabalhar muito, enquan-
to outros ficarao ociosos, o que conduzird a um mau aproveitamento do poder de
processamento do equipamento. Se um processador compartilhar uma quantidade
de nés maior que a minima requerida, no caso de arquiteturas com memoaria distri-
buida, o nimero de mensagens de envio e recebimento podera ser acrescido, o que
conseqlientemente aumentara o tempo gasto com sincronizacao do processo e com

o trafego de informagoes na rede.

Foram efetuados dois tipos de particionamento visando o processamento paralelo.
O primeiro deles, em destaque na Fig. 3.2(a), foi obtido da forma mais trivial
possivel, ou seja, o dominio foi dividido ao meio na dire¢ao horizontal e vertical.
Repare que o particionamento esta balanceado, mas cada processador tem uma
fronteira de comunicagao com outros trés. O segundo particionamento, visto na Fig.
3.2(b), foi obtido utilizando o particionamento dual do METIS. Esse partionamento
também manteve o balanceamento, uma vez que, a quantidade de elementos em cada
um dos processadores é a mesma. Entretanto, dois dos processadores tém fronteira

de particionamento apenas com outros dois, diminuindo a quantidade de mensagens
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a serem trocadas entre os processadores.

73 G4 G 1] il 72
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26 8 30 32 24 3
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Figura 3.1: Malha exemplo

Fazendo uma andlise mais criteriosa nos dois particionamentos apresentados,
nota-se que na Fig. 3.2(a) a fronteira de comunicagdo tem um total de 9 néds (vale
lembrar que os ndés ao redor da malha foram considerados nés de valor prescri-
to, e nesse caso, nao estao envolvidos no processo de comunica¢ao), mas o né 25
por exemplo estd sendo compartilhado pelos 4 processadores. Ja na Fig. 3.2(b) o
nimero de nds na fronteira de comunicacao é de 15 ao todo, contudo, nao existe
nenhum né que seja compartilhado por 4 processadores. Em geral, ¢ melhor optar
por um particionamento com um ntimero maior de nés na fronteira de comunicacao
do que escolher um particionamento que minimize o nimero de nods nas fronteiras
mas necessite compartilhar um mesmo né com uma quantidade um pouco maior de
processadores, pois de acordo com os valores de laténcia e taxa de transferéncia en-
contrados em [37], o tempo de envio da uma mensagem maior pode ser compensado
quando o numero de maquinas envolvidas na comunicagao é menor, uma vez que o

nimero de laténcias é reduzido. Executado o particionamento, o proximo passo é

[eN

gerar os arquivos de dados correspondentes a cada subdominio. Na secao a seguir

indicado como realizar tal processo.
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3.3 Pré-processamento paralelo

Os algoritmos paralelos foram executados utilizando o paradigma de troca de men-
sagens para uma arquitetura de memdaria distribuida, mais precisamente em cluster,
que trabalha com os servigos autenticacao de usudrios e gerenciamento de arquivos,
denominados NIS e NFS [40], respectivamente. Esses servicos sao realizados em uma
maquina servidora que autentica cada usudrio e efetua quando solicitado leitura e
gravacao de dados. Na execucao de um programa em paralelo todas as maquinas
envolvidas no processo acessam a maquina servidora para escrita ou simplesmente
para leitura. Portanto, antes de iniciar a execucao de um algoritmo em paralelo, é
interessante fazer um pré-processamento que separe os dados a serem processados em
nimero de arquivos igual ao niimero de processadores envolvidos na paralelizacao.
Sendo que cada arquivo deve conter os dados especificos que cada processador deve
conhecer, isso para evitar uma sobrecarga no NFS da méaquina servidora ou mesmo

excessivas trocas de mensagens entre as maquinas no inicio do processo.

O pré-processamento paralelo consiste, inicialmente, da leitura de um arquivo
contendo as caracteristicas geométricas da malha assim como uma seqiiéncia de
nameros inteiros com valores entre 1 e p indicando a qual processador pertence
cada elemento, conforme lista fornecida pelo particionamento dual do METIS. Em
seguida, o pré-processamento deve gerar como saida p arquivos que contenham os
dados geométricos das p submalhas referentes as p particoes. Considerando a malha
exemplo na Fig. 3.1, é associado um arquivo Mesh.dat(Fig. 3.3) que contém todos
os dados refentes a geometria da malha, tais como, o total de nés da malha, o total
de elementos da malha, uma lista com o nimero correspondente a cada né (caso
esse valor seja negativo, o né em questao trata-se de um né de valor prescrito), as
coordenadas x e y de cada nd, e uma lista com a conectividade desses elementos.

Além disso, é indicado a qual processador pertence cada elemento.

Como na Fig. 3.2(b) a malha foi particionada em 4 submalhas, o arquivo
Mesh.dat necessita ser também particionado em quatro outros arquivos para as
respectivas submalhas. Na Fig. 3.4 é apresentado o arquivo de entrada de dados
Data03.in referente aos dados da submalha que sera processada no processador
3. Este arquivo contém informacgoes sobre o niimero de nés e suas coordenadas x
e y, uma especificagao para o tipo de cada um dos nds, o nimero de elementos

e suas devidas conectividades e, por fim, p listas de possiveis nés de fronteira de
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nodes=49

elements=72

node coord x coord y
-1 -5.000000 -5.000000
-2 -3.333333 -5.000000

-3 -1.666667 -5.000000

10 -1.666667 -3.333333
11 -0.000000 -3.333333
12 1.666667 -3.333333

13 3.333333 -3.333333

-47 1.666667 5.000000
-48 3.333333 5.000000
-49 5.000000 5.000000

nodel node2 node3 rank

128 2
298 2
239 2
22 23 29 3
23 30 29 1
23 24 30 1
41 48 47 3
41 42 48 3
42 49 48 3

Figura 3.3: Descri¢ao do arquivo Mesh.dat
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comunicagao de um dado processador. Note que cada elemento do arquivo teve sua
conectividade mapeada a partir de uma numeragao de nés locais e nao na numeracao
global, uma vez que nao faria sentido para o processador 3 conhecer os dados de
outros processadores. Essa submalha é numerada independemente das demais. O
primeiro elemento do processador 3, por exemplo, tem convectividade 1, 2 e 3, mas
a numeracao global desse elemento seria 21, 28 e 27. Da mesma forma, os nés da
fronteiras de comunicac¢ao receberam uma numeracao local. Repare que a fronteira
com o processador 4 é composta pelos nos 4, 3, 5, 12 e 9, mas pode-se perceber na

Fig.3.2(b) que a numeracao global seria 26, 27, 33, 38 e 39, respectivamente.

Em termos gerais, um algoritmo para realizar o particionamento do arquivo de
dados da malha pode ser encontrado em [20]. Esse tipo de algoritmo deve ler o
arquivo Mesh.dat contendo as caracteristicas geométricas da malha e escolhido um
nimero p de particoes, ele deve ter como saida p arquivos que contenham os dados
geométricos das p submalhas referentes as p particoes. Os passos principais para

executar esse algoritmo sao:

1. Abrir o arquivo contendo as caracteristicas geométricas da malha;

2. Ler a quantidade de nés da malha;

3. Ler a quantidade de elementos da malha;

4. Ler, em uma estrutura adequada, as coordenadas x e y de cada né;

5. Ler a conectividade da malha (quais nés representam cada elemento);

6. Verificar quais elementos da malha pertencem a quais processadores e renu-
merar esses elementos localmente em cada processador (basta utilizar a lista

fornecida pelo particionamento dual do METIS);

7. Verificar quais nds da malha pertencem a quais processadores e renumerar esses
noés localmente, classificando os nés como nés de valor prescrito, com tipo igual
a -1, ou nds incognitas com valor maior ou a igual zero (essa verificagao deve
ser feita dentro do conjunto dos elementos ja divididos em seus respectivos

processadores);

8. Escrever p arquivos contendo as informagoes referentes a cada uma das subma-

lhas: niimero de nds, nimero de elementos, niimero do né e suas coordenadas
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nodes=17

elements=18

node coord x coord y type global-node
1 1.000000 0.333333 0 21

2 1.000000 0.500000 O 28

3 0.833333 0.500000 2 27

4 0.666667 0.500000 2 26

5 0.666667 0.666667 2 33

6 0.833333 0.666667 1 34

9 0.500000 0.833333 2 39

12 0.333333 0.833333 3 38

16 0.833333 1.000000 0O 48
17 1.000000 1.000000 O 49
submesh-conectivity

123

435

365

326

8 10 15

10 16 15

10 11 16

11 17 16
rankl-boundary
1

12
rank2-boundary
0
rank3-boundary
0
rank4-boundary
5

435129

Figura 3.4: Descricao do arquivo Data03.in
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x ey, tipo do né (um nimero de 0 a p — 1) representa quantos processadores
compartilham determinado nd, numeracao global do né, a conectividade da

submalha e p listas contendo os nés vizinhos de cada processador.

Na secao seguinte sera discutido como as informacoes descritas nos arquivos
do pré-processamento serao utilizadas, ou seja, sera apresentada uma estrutura de
dados paralela para armazenar tais informagoes e possibilitar a realizagao da etapa

efetiva do processamento paralelo.

3.4 Estrutura de dados paralela

Para resolver o sistema linear (2.64) foi utilizada uma técnica especial de parale-
lizacao, descrita em [20][31][35], que utiliza blocos orientados para representar o
sistema linear a partir de uma divisao especial da estrutura de dados da malha.
Neste processo o dominio €2, particionado em p subdominios, é composto por trés
tipos de nés: IntNodes, IBNodes e de valor prescrito. Os nés IntNodes sao nos
incégnitas que nao pertencem a fronteira de particionamento. Ja os nés IBNodes
sao nés incognitas que pertencem a mais de uma particao simultaneamente, ou seja,
pertencem a fronteira de particionamento, e os nés de valor prescrito sao aqueles
onde a solugao é conhecida. Como exemplo, é representa na Fig. 3.5 uma malha
com 50 noés e 74 elementos que foi particionada em quatro subdominios. Os nés [ e
J, por exemplo, sao nés IntNodes dos processadores 3 e 4, respectivamente. Ja o né

K é um no6 IBNodes dos processadores 1, 3 e 4.

Utilizando a distribui¢ao dos nés como descrita anteriormente, é possivel verificar
que um sistema linear resultante da discretizacao por elementos finitos escrito na

forma

Ax =b (3.1)

pode ser reorganizado da seguinte maneira:

[ 4, Bi| [z,] o]
Ay By Ly b,
Az = - Al =] =0 (3.2)
Ay Byl |z, b,
_Cl Cg Ce Cp AS_ _QS_ _QS_
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. Proc1 . Proc2 |:| Proc3 . Proc 4

Figura 3.5: Exemplo de malha particionada em 4 subdominios

onde os blocos de matrizes A;, B;, C; e Ag, com ¢ = 1,...,p, armazenam as con-
tribuicoes dos elementos referentes a cada tipo de nés como é detalhado a seguir.
Os blocos A; representam as contribuicoes dos nés do tipo IntNodes do processador
¢ nos nos do tipo IntNodes do mesmo processador 7. Os blocos B; armazemam as
contribuigoes que os nés do tipo IntNodes do processador ¢ tém sobre os nds do tipo
IBNodes também do processador 7. Similarmente, os blocos C; representam as con-
tribuigoes dos nés do tipo IBNodes do processador ¢ nos nés IntNodes do processador
i. O bloco A, é uma montagem de varios blocos ao longo dos p processadores , de
modo que, Ay = iQIA sy

do tipo IBNodes nos nés do tipo IBNodes do processador ¢. Os blocos de vetores z;

onde cada um dos Ag, . armazena as contribuices dos nds

5(i)?
e b;, com i =1, ..., p, representam as incégnitas relativas aos nés do tipo IntNodes e
seus respectivos termos independentes para o processador i. Ja os blocos de vetores
z, e b,, assim como o bloco Ay, sao formados por montagens de vérios outros blocos
ao longo dos p processadores, ou seja, x, = il:legs(i) eb, = Z.l:leQs(i), onde Ty, © Qs(i)
representam as incognitas e os termos independentes dos nés do tipo IBNodes do

processador 7, respectivamente.

Observe que, utilizando esta estratégia, é possivel montar as contribuigoes da

matriz A e do vetor b independentemente e concorrentemente em cada processador.
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Além disso, no caso do sistema linear de interesse (2.64), basta relacionar A com
a matriz M*, o vetor b com o vetor R e a solucdo = com o vetor Aa. No entanto,
com o objetivo de facilitar e simplificar o entendimento a notagao utilizada em (3.1)
e (3.2) serd mantida na préxima subsegao. Com a finalidade de ilustrar como sao
obtidos os blocos A;, B;, C;, Ay e demais estruturas no processo de paralelizacao,
a estrutura de dados paralela (3.2) é aplicada a um problema exemplo na préxima

subsecao.

3.4.1 A estrutura de dados aplicada a um problema exemplo

O problema exemplo considerado é uma particularizacao da equacao de adveccao
e difusao descrita em (2.5). E um problema com solucao em regime permanente,
matriz de difusividade volumétrica k igual a matriz identidade, campo de velocidade

B ={0,0}" e termo de fonte f = 0:

—V2u(z,y) =0 (x,y) € QCIR?
(3.3)
u(z,y) = 10 (x,y) € 09

Conforme discutido no Capitulo 2, o problema de valor de contorno (5.5) passa
pelas etapas de solugao pelo método dos elementos finitos e aplicadas as condigoes

de contorno, chega-se a um sistema linear a ser resolvido:

Ku=F (3.4)

A matriz K pode ser construida a partir das contribuicoes dos elementos, sendo

conveniente identificar seus termos em nivel de cada elemento:

K= A (k)
iy (3.5)

k¢ = / BT BdN
Qe

onde A é um operador de montagem e B é a mesma matriz definida em (2.35). Aqui
também é adotada a notagao descrita em (3.1), ou seja, desse ponto em diante, K,

u e F de (3.4) passam a ser representados como A, x e b de (3.2), respectivamente.

Como visto no capitulo anterior, o proximo passo é gerar uma malha para o

método dos elementos finitos. E considerada a mesma malha da segao anterior
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(Fig. 3.2(b)), ou seja, uma malha com 49 nés e 72 elementos, particionada em 4
subdominios utilizando o particionador METIS[23]. Todos os nés ao redor da malha

foram tomados como nés de valor prescrito.

Inicialmente, é feita uma verificacao na classificagao dos nés da malha exemplo
e, em seguida, é empregada a estrutura (3.2) para a obtengao dos blocos A;, B;, C;

e Asq), bi e by, com i = {1,2,3,4}.

e Nés de valor prescrito — Sao os nés cujos valores da equagao sao conhecidos.
Tais pontos formam as condigoes de contorno do problema. No exemplo, sao

os noés ao redor da malha.

e IntNodes — Sao nds incégnitas que pertencem apenas a um determinado
processador. Os nods 9, 11 e 18, por exemplo, sao nos do tipo IntNodes do

processador 2.

e IBNodes — Sao nés incognitas que pertencem a dois ou mais processadores.

O no 25 é um exemplo de IBNodes dos processadores 1, 2 e 4.

Dessa forma, tém-se os componentes do sistema (3.2) distribuidos por quatro pro-
cessadores. Por conseguinte, as contribui¢oes da matriz de discretizacao de (3.5)
sao dispostas nos processadores 1, 2, 3 e 4 conforme as Fig. 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9,

respectivamente.

23 10.0
By -1.0 4.0 -1.0 -1. -1 30 10.0

Ils( 1)

10 0.0
17 0.0
15 5.0
2 0.0
31 0.0
25 0.0
32 0.0
a7 20.0
s 50

Figura 3.6: Contribuicoes no processador 1

Levando em consideracdo o sistema linear (3.2) e as contribuigoes dos quatro

processadores descritas, conforme pode ser observado na Fig. 3.10, é possivel mon-
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4, B, b,
20.0
10.0
0.0
C2 As(Z] bs(2)
10.0
5.0
5.0
0.0
0.0
0.0
0.0
Figura 3.7: Contribui¢oes no processador 2
A3 b3

10.0
10.0
20.0

A3 b,
25 -05 0.0 10.0
-05 1.0 -05 0.0
0.0 -05 25 0.0 0.0
00 25 -05 10.0

-05 1.0 5.0

Figura 3.8: Contribuicoes no processador 3

A, B,

C, Ay by

Figura 3.9: Contribuicoes no processador 4

IS
IS

20.0
10.0
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tar as contribui¢oes da matriz global A referente a malha exemplo (Fig. 3.2(b)).
Tal montagem ¢é aqui apresentada simplesmente para verificar as propriedades da
estrutura paralela proposta em (3.2), sendo essa montagem desnecessiria e mes-
mo inviavel tratando-se do processamento paralelo propriamente dito. Pelo fato da
equagao (5.5), referente ao problema exemplo abordado, representar um problema
bem simples e a malha exemplo (Fig. 3.2(b)) ser de dimensées bem menores da-

quelas que devem ser utilizadas na pratica, algumas observacoes devem ser feitas.

A b

34 40 41 13 20 10 12 16 17 19 24 25 26 27 31 32 33 37 38 39
23 10.0
30 10.0

11 10.0
18 0.0
34 10.0
40 10.0
41 20.0
13 20.0
20 10.0
10 10.0
12 10.0
16 10.0
17 0.0
19 0.0
24 0.0
25 0.0
26 0.0
27 10.0
31 0.0
32 0.0
33 00
37 20.0
38 10.0
39 10.0

40 00 -1.0
00 40 -1.0
-1.0 -1.0 4.0

. Proc 1 . Proc 2 D Proc 3

. Proc 4

Figura 3.10: Montagem da matriz global

Primeiro, tanto as contribuicoes dos blocos A; e Ay, com i = {1,2,3,4}, des-
critos nas Fig. 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9, como as contribuicoes da matriz global A, descrita
na Fig. 3.10, estao dispostas de forma simétrica, o que nao acontece em problemas
mais complexos, como por exemplo, a equacao de adveccao e difusao retratada em
(2.5). Segundo, pode-se perceber que todas as estruturas visualizadas nas Fig. 3.6,
3.7, 3.8, 3.9 e 3.10 sao esparsas, contudo, existem contribuicoes onde os zeros fo-
ram explicitados indicando que tais valores ocorreram devido as particularidades da
malha e do problema de valor de contorno utilizado como exemplo, ou seja, para
outros casos esse valores em destaque nao serao necessariamente nulos. Por tltimo,
¢ importante observar a relacao entre as dimensoes dos blocos A;, B;, C; e Ayp).
No exemplo a estrutura A,y com i = {1,2, 3,4} apresenta dimensoes bem maiores

que a dos outros blocos. Na pratica, as malhas construidas sao bem maiores que a
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utilizada no exemplo, sendo o nimero de nés IntNodes muito maior que o nimero
de n6s IBNodes. Por conseguinte, a estrutura A; dessas malhas é bem maior que as

outras estruturas B;, C; e Ayg).

Como ja mencionado no principio deste capitulo, as particularidades da malha
exemplo foram utilizadas apenas visando facilitar a compreensao. A partir desse
exemplo é possivel generalizar os procedimentos de forma a resolver problemas se-
melhantes para quaisquer malhas triangulares geradas para o método dos elementos
finitos,adequando-as ao nimero de parti¢oes desejado.Todos os procedimentos dis-
cutidos podem ser estendidos para uma malha qualquer, seja ela estruturada ou

nao.

Apos serem realizados todos os passos relativos ao pré-processamento paralelo
e apresentada a estrutura de dados que serd utilizada na paralelizacao, comega o
processamento paralelo propriamente dito. Sendo assim, na proxima se¢ao serao
apresentados os aspectos que dizem respeito as modificagbes que ocorreram na pas-
sagem de um cédigo serial para um codigo paralelo, sem o detalhamento dos métodos
numéricos em si. E de interesse um estudo mais detalhado sobre as operacoes de
troca de mensagem e os trechos do algoritmo que tém grande impacto sobre o pro-

cessamento como um todo.

3.5 Algoritmo paralelo

As trocas de mensagem sao realizadas utilizando o padrao MPI, mais precisamente
a implementacao lam-mpi 6.5.9-tcp.1. Informacoes sobre as rotinas MPI utilizadas,
bem como, detalhes sobre o préprio padrao MPI podem ser vistos em [29]. Os
algoritmos sao apresentados através de fluxogramas com caracteristicas especiais. A
cor cinza indica o trecho do algoritmo envolvido no contexto de troca de mensagens
e sincronizacao. As bordas em destaque representam subalgoritmos em que esta

concentrada a maior parte do processamento.

A Fig. 3.11 contém os passos principais do algoritmo paralelo. O passo 1
representa a utilizacao das subrotinas de inicializagao MPI, tais como MPI Init,
MPI_Comm_Size e MPI_Comm _Rank. O passo 2 representa a etapa onde ¢é feita a

leitura de dados dos arquivos que foram pré-processados conforme descrito na secao
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3.3. Conhecidas as informacoes da malha no passo 2, no passo 3 ¢é feita a classifi-
cagao dos nos em 3 categorias: nos incognitas do tipo IntNodes, nés incognita do
tipo IBNodes e nés de valor prescrito. Em seguida, é criado uma estrutura onde
sao postas as listas de nos vizinhos de cada processador. No passo 4 sao calculados
os coeficientes dos blocos orientados A;, B;, C; e Ay;) e do vetor de termos inde-
pendentes. O passo 5, definido como algoritmo preditor-multicorretor, é o principal
passo do algoritmo. Ele é encarregado por quase todo o tempo de execucao do al-
goritmo, ou seja, algo em torno de 99,9% do tempo total de execucdo. No passo
6 sao escritos os arquivos de saida de dados contendo informagcodes sobre o valores
obtidos para as incognitas nodais. Para finalizar o algoritmo paralelo é chamada a

subrotina MPI_Finalize, fechando assim o passo 7.

O algoritmo preditor-multicorretor paralelo é analisado mais detalhadamente
na proxima subsegao por ser o trecho principal do algoritmo descrito na Fig. 3.11.
Semelhantemente, o objetivo é destacar as operagoes envolvendo troca de mensagens
e tempo de processamento. Nessa subsecao sera utilizada a mesma notacao da secao

2.5, onde sao apresentados os passos do algoritmo preditor-multicorretor.

3.5.1 Algoritmo preditor-multicorretor paralelo

Na Fig. 3.12 ha uma descrigao do algoritmo preditor-multicorretor paralelo. Ini-
cialmente é feita uma atualizacao no vetor de termos independentes F' através de
uma funcao denominada Update, ou seja, a parte F;) de cada processador envia e
recebe as contribuicoes espalhadas pelos processadores vizinhos. No passo 5.2 sao
aplicadas as condigoes iniciais do problema discretizado por elementos finitos. A
partir do passo 5.3 o algoritmo preditor-multicorretor passa a ser efetivamente uti-
lizado. Primeiro a fase de predigao conforme (2.59), (2.60) e (2.61), em seguida, a
fase de correcao conforme (2.62), (2.63), (2.64), (2.65) e (2.66). O célculo do vetor
de residuos R de (2.63) apresentado no passo 5.8 ¢é precedido por quatro passos
auxiliares: o produto matriz-vetor de M por a de (2.24) no passo 5.4, atualizagao
da parte relativa os nés IBNodes do produto 5.4, outro produto matriz vetor, agora
relativo a matriz K e ao vetor u também de (2.24) seguido de uma atualizagao re-
fente os nés IBNodes do produto 5.6. No passo 5.9 é realizada a solugao do sistema
linear através do método GMRES. Os passos 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 foram descri-

tos simplesmente como operacoes de produto interno, contudo a finalidade desses
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( mico )

1) Fungdes de
inicializacaa MP|
2) Arquivos Datain
[propriedades da malha)

e Classificacao dos nds em grupos:

3) milNodes, iENodes e Hos de valor prescnto.

e Verficagao dos wvizinhos de comunicagao.

Classificacao dos coeficientes dos blocos
'{i 1""! E;Z_. ":ﬁi’ J"'ﬁ{'l__l

Calculo do vetor de termos independentes

5)
Arguwos de
B) saida de dados
7 Fun;tes de
) finalizag&o MPI
Fim

Figura 3.11: Algoritmo principal
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é calcular as normas relativas ao seus respectivos vetores. Os passos 5.10 e 5.11
calculam as normas dos vetores a e Aa para verificacao do teste de convergéncia
entre os passos 5.11 e 5.12. Ja a norma do vetor diferenca entre o vetor de solucao
u e o vetor u da iteracao anterior no tempo, denotada por u — w4, € a norma do
proprio vetor w sao calculadas nos passos 5.12 e 5.13. O passo 5.14 é encarregado
do incremento At de avango no tempo. O algoritmo termina quanto o tempo ¢ for

igual ao tempo final t;.

Na subsecao seguinte o algoritmo GMRES ¢ apresentado enfatizando os trechos
envolvendo trocas de mensagens e operagoes essenciais como o produto matriz-vetor

e o produto interno.

3.5.2 Algoritmo GMRES paralelo

O algoritmo GMRES paralelo é apresentado na Fig. 3.13. Assim como no algoritmo
preditor-multicorretor, as operacoes de produto interno presentes nos passos 5.9.1,
5.9.4 € 5.9.7 sao realizadas para calcular as normas do vetor de termos independentes
e dos vetores da base de Krylov. Os passos 5.9.2 e 5.9.5 envolvem a operagao mais
custosa do algoritmo GMRES, o produto matriz-vetor. Nos passos 5.9.3 e 5.9.6 sao

realizadas as atualizagoes que sucedem cada produto matriz-vetor.

O produto matriz-vetor e o produto interno sao as principais operagoes envolvi-
das na solucao de sistemas lineares através de métodos iterativos nao-estacionarios,
e portanto, estao relacionados diretamente com o desempenho do processo como
um todo. Sendo assim, nas proximas subsecgoes serao dercritos em detalhes estas

operagoes quando é utilizada a estrutura paralela proposta em (3.2).

3.5.3 Produto interno

O produto interno utiliza todos os componentes de um dado vetor para compu-
tar um simples numero de ponto flutuante que devera ser conhecido por todos os
processadores. Portanto o cédlculo desse produto requer uma comunicagao global.
Por sua vez, o calculo do produto matriz-vetor pode nao causar necessariamente
uma perda de desempenho significante, como resultado do custo da comunicac¢ao no

processamento paralelo, como sera visto na préxima subsecao. Para elaborar essa
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Figura 3.12: Algoritmo preditor-multicorretor
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Figura 3.13: Algoritmo GMRES
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comunicagao global para o produto interno distribuido, considere dois vetores u e v

dispostos de forma distribuida ao longo de p processadores

Uy
Uy

=
I

~—~
&0
(=)

N—

(3.7)

IS
Il

onde

Os vetores u; e v; pertencem ao processador i que também armazena U, ©
1
Usiyy» parte referentes aos nés do contorno de comunicacao. Sendo assim, o produto

interno pode ser expresso por

p
wov =Y (u v+, - v,,) (3.10)
=1

De acordo com [20], o produto interno paralelo pode ser calculado em cada
processador conforme o algoritmo apresentado na Fig. 3.14. O algoritmo é composto
por 5 passos essenciais. O primeiro passo inicializa a variavel v utilizada no calculo
do produto interno de cada processador. No passo 2 sao calculadas as contribuigoes
referentes aos nos IntNodes. No passo 3 sao calculadas as contribuicoes referentes
aos nés IBNodes. O termo Shared[i| representa o nimero de processadores que
estao compartilhando o né IBNodes envolvido no processo (No exemplo ilustrado
na Fig. 3.2(b), o Shared[i] do né 25 é igual a 3). No passo 4 é realizada uma
operacao de redugao global através da primitiva M PI_All Reduce. Todos os «’s dos
processadores sao somados e entao é conhecido o produto interno global. O tltimo

passo simplesmente retorna esse valor global calculado.
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ProdInt(u,u,;v,v,)
1.y=0
2. Parat1=1,2,...,IntNodes
2.1y =7 +ufi] - vfi]

3. Para i1 =1,2,..., IBNodes

u,[i] - v,[i]

Shared]|i]
4. AllReduce(y, sum, MPI_SUM)

31 y=~v+

5. Retorne (sum)

Figura 3.14: Funcao ProdInt: realiza o produto interno em cada processador

3.5.4 Produto matriz-vetor

Levando-se em consideracao os blocos orientados definidos em (3.2) o produto matriz-

vetor paralelo escrito na forma

Ay By Uy Uy
Ay By Uy (%)
Au = : =] =0 (3.11)
Ay Byl |1, Yp
_Cl Cy ... G, As_ | u, | U,

pode ser calculado como

v; = Aju; + Biu (3.12)

S(4)

no processador ¢, parai=1,...,p e

U, = Cit; + Ay (3.13)

Para montar as estruturas A, u, e v, seria necessaria uma comunicagao glo-
bal entre os processadores, uma vez que as partes que formam cada uma dessas
estruturas estao distribuidas ao longo dos p processadores. Entretanto, aqui essas
estruturas foram desenvolvidas aqui de forma a evitar tais comunicacgoes, ou seja, v;

€ Uy, Sao armazenadas no processador i e v, nao ¢ totalmente montado.
1

Contudo, pode-se notar que os vetores v, , com ¢ = 1,...,p, tém contribuicoes

5()?

que precisam ser sincronizadas, cada vez que o produto matriz-vetor for realizado.
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Update(a)
1. Parat=1,2,....,p
1.1. Para j =1,2,..,Commonl]i
1.1.1. Buf[j] = a[Neighbour]i, j]|
1.2. Se (Common]i] > 0)
1.2.1 M PI_Send(Buf,Commonli], 1)
2. Parai1=1,2,....p
2.1. Se (Commonli] > 0)
2.1.1. M PI_Receive(Buf,Commonli], i)

2.2. Para j = 1,2, ..., Commonl]i

2.2.1. a[Neighbourli, j|| = a[Neighbourli, j|] + Buf][j]

Figura 3.15: Update: responsavel pelo atualizagao de dados em cada processador

Ou seja, as contribuigoes distribuidas ao longo dos nés nas fronteiras do particio-
namento devem ser acopladas adequadamente. Para isso, foi utilizada uma funcao

denominada Update que é acionada apoés cada produto matriz-vetor.

A Fig. 3.15 contém a descricao da funcao Update que realiza as atualizacoes
necessarias de dados entre os processadores vizinhos, ou seja, essa funcao é utiliza-
da em alguns trechos do algoritmo paralelo que envolvem envio e recebimento de
mensagens entre os processadores que compartilham nés na fronteira de particio-
namento. No algoritmo preditor-multicorretor paralelo descrito em 3.12, a funcao
Update ¢ utilizada nos passos 5.1, 5.5, 5.7 e, no algortimo GMRES paralelo descrito
em 3.13, ela é utilizada nos passos 5.9.3 e 5.9.6. Tal funcao é constituida de duas
primitivas MPI basicas: o MPI_Send e o MPI_Receive. As contribuicoes presentes
nos nos IBNodes de cada processador ¢ sao enviadas somente para os processadores
que tém fronteira de comunicagao com o processador 7 e as contribuigoes dos pro-
cessadores vizinhos sao recebidas no processador i. A Tab. 3.1 descreve quem sao

os termos Buf, Common e Neighbour utilizados na Funcao Update.

Como os sistemas lineares oriundos da discretizagao de equagoes diferenciais pelo
método dos elementos finitos sao compostos por matrizes extremamente esparsas,

foram utilizados dois métodos de solucao de sistemas lineares tradicionais, mais

45



Commonli] = numero de nés compartilhados entre processador o 4
e o processador atual (para o processador atual, o valor
Commonli| é tomado sempre igual a zero).

Neighbour[i, j] = numero local do né no contorno da parti¢ao que é o
J-éssimo né compartilhado com o processador 1.

Buf = vetor auxiliar utilizado para transferir dados

Tabela 3.1: As estruturas de dados referentes ao Update

precisamente dois métodos iterativos nao-estacionarios, Gradientes Conjugados e
Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES). Infelizmente, a estrutura pa-
ralela proposta em (3.2) nao aproveita de forma eficaz a propriedade fundamental
desses métodos que é a possibilidade de trabalhar apenas com os coeficiente nao-

nulos visando um melhor desempenho no processo de solucao.

No proximo capitulo serao estudas formas alternativas para sanar o problema do
consumo de memoria. Serao apresentadas trés estratégias especiais de armazena-
mento, a saber, versoes paralelas das estratégias elemento-por-elemento (EBE) [18],
aresta-por-aresta (EDE) [7][28] e estratégia das linhas esparsas comprimidas (CSR)
[35].
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Capitulo 4

Estratégias de Armazenamento

Nesse capitulo é comentada a necessidade de se explorar a esparsidade da matriz
resultante da discretizacao pelo método dos elementos finitos em paralelo. Sao
abordadas algumas técnicas de armazenamentos mais eficientes do ponto de vista
de consumo de memdria. Sao apresentadas trés estratégias de armazenamento apli-
cadas a estrutura de dado paralela proposta no capitulo anterior. Primeiramente, é
abordado o armazenamento elemento-por-elemento, em seguida é apresentada a es-
tratégia aresta-por-aresta e a terceira e ultima estratégia apresentada é a estratégia
Compressed Sparse Row. E feita uma andlise comparativa entre as estratégias apre-
sentadas. Finalizando o capitulo é apresentada a complexidade do produto matriz

vetor e produto interno em relagao as estratégias de armazenamento estudadas.

4.1 Consideracoes iniciais

Nessa secao é feita uma analise prévia para ajudar a compreender a tamanha es-
parsidade existente nas estruturas de dados paralelas propostas em (3.2). Para
isso, considere uma matriz A, obtida a partir da discretizacao por elementos finitos
da forma sequencial tradicional, tem ordem N; x N;, onde N; é o nimero de nos
incégnitas. Se forem utilizados nesse processo elementos triangulares lineares, a ma-
triz A tem em média 7 coeficientes nao nulos por linha, uma vez que ao redor de um
dado né incognita tem-se, também em média, seis elementos triangulares. Esses seis
elementos contribuem em outros seis nés incognitas além do préprio néd incégnita
dado, o que totaliza as 7 contribuicoes por linha. A seguir é verificado que o caso

em que ha mais de seis elementos ao redor de um mesmo né incégnita e o caso em
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que ha menos de seis elementos reduzem-se ao caso médio.

e Mais de seis elementos ao redor de um mesmo né: imagine que para
um dado né incégnita exista ao redor dele um nimero de elementos maior
que seis. Como os elementos sao triangulares, a soma dos angulos internos de
cada elemento é 180° e a soma dos angulos ao redor do né incégnita é sempre
360°. Sendo o ntimero de elementos ao redor do né maior que seis, em média,
os angulos internos ao redor do né serao menores que 60°. Como resultado
disso, os outros angulos dos elementos serao em média maiores que 60°, o
que levaria alguns dos outros nds incognitas terem menos que seis elementos
ao redor deles, uma vez que a soma dos angulos internos ao redor dos nos
incognitas deve ser igual a 360°. Na Fig. 4.1, o n6 central esta cercado por 15
elementos e os nds internos ou redor do né central tém valores bem menores
que 60°. Isso faz com que os varios outros nés ao redor tenham uma menor
quantidade de elementos ao redor de si mesmos, uma vez que a soma dos seus

angulos internos ja esta comprometida com altos valores.

e Menos de seis elementos ao redor de um mesmo né: de maneira andloga
verifica-se que se um no incégnita tiver um niimero de elementos ao redor me-
nor que seis, consequentemente os outros nés dos elementos ao redor neces-
sitariam de um numero de elementos maior que seis para que soma dos seus

angulos internos ao redor de cada né seja compensada (Fig 4.2).

Portanto, uma matriz A gerada pela discretizacao pelo método dos elementos
finitos é extremamente esparsa, pois, quando o numero de incégnitas aumenta a
quantidade de coeficientes nao nulos por linha é quase insignificante. Na malha
exemplo considerada no capitulo 3 (Fig. 3.1), existem apenas 25 nds incénitas,
entretanto a matriz A associada a essa malha tem ordem 25x25 com apenas 7
coeficientes nao nulos por linha, ou seja, de um total de 625 coeficientes somente

175 sao nao nulos.

Quando a matriz A é uma estrutura de dados paralela, conforme descrito em
(3.2), essas consideragoes podem ser aplicadas aos blocos A;, com i = 1,...,p. En-
tretanto, em relagao aos blocos B;, Cj e Ay, com ¢ = 1,..,p, algumas adequacoes
devem ser efetuadas. A andlise de esparsidade desses blocos deve adequar-se aos

seus tipos de nds incégnitas, ou seja, nés IntNodes e IBNodes. A Tab. 4.1 apresenta

48



Figura 4.1: Mais que 6 elementos ao redor de um né

Figura 4.2: Menos que 6 elementos ao redor de um né
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as dimensoes das estruturas A;, B;, Cy, As(i), Z;, Ty, by € by, com i = {1,2,...,p},
em funcao dos nos IntNodes e IBNodes de uma malha qualquer particionada para p
processadores. O termo n; representa o numero de nés IntNodes em cada partigao
1 € o termo np representa o numero de nés IBNodes presentes na respectiva par-
ticao 7. Note que cada bloco apresenta um ordem quadratica de termos, o que na
pratica representa um grande desperdicio de memoria, confirmando a esparsidade

da estrutura paralela.

Estruturas | Dimensoes
A,; ny X ny
Bi ny Xnpg
Ci np Xny
As(i) np X npg
z; eb, nreny
Ty € by | nBEnp

Tabela 4.1: Dimensoes das estruturas

Quando a ordem da matriz A é muito grande, os blocos A; tém dimensdes bem
maiores que os outros blocos, e sua esparsidade é semelhante a da matriz A global,
bastando apenas fazer analogia entre o termo N; discutido no inicio do capitulo e o
termo n; que representa o nimero de nés incégnitas do tipo IntNodes do processa-
dor i. O bloco Ay, por sua vez, tem sua esparsidade medida em funcao do termo
ng, onde ng é o numero de nés IBNodes da particao <. O bloco B; contém um
grande nimero de linhas inteiramente nulas, dado que para um malha de tamanho
consideravel, poucos sao os nés IntNodes da particao ¢ que estao associados com
algum n6 IBNodes de i. O bloco C; quase nao apresenta linhas inteiramente nulas,
mas conforme pode ser verificado na Tab. 4.1 em relacao ao nimero total de coefi-
cientes em cada bloco, B; e C; apresentam rigorosamente a mesma quantidade, ou
seja, ny - ng coeficientes para o bloco B; e ng - ny para o bloco C;. Tratando-se da
esparsidade, ambos os blocos tem o mesmo nimero de coeficientes nao nulos, pois
para cada coeficiente de B; obtido a partir das contribuicoes de um IntNodes em
um [BNodes da particao ¢ existe um coeficiente em C; que foi obtido a partir das

contribui¢oes do mesmo IBNodes no mesmo IntNodes.
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De acordo com a Tab. 4.1, observa-se que implementar tais estruturas sem
utilizar alguma técnica especial de armazenamento de dados seria inviavel, pois,
nao seria obtido o desempenho desejado, uma vez que a maior parte dos célculos
estaria sendo realizada desnecessariamente e muita memoria estaria sendo consumida
para armazenar apenas zeros. Sendo assim, nas proximas segoes serao descritas as

estratégias de armazenamento EBE, EDE e CSR.

4.2 Estratégia elemento-por-elemento - EBE

Na estratégia elemento-por-elemento tradicional, os coeficientes da matriz global
A sao armazenados em cada elemento [18]. Considerando elementos triangulares
lineares, tem-se uma matriz de ordem 3 para cada elemento, ou seja, 9 coeficientes.
Assim a matriz A, com dimensoes n x n, onde n é o numero de nds incognitas, é
armazenada de forma mais compacta, ou seja, passaria a contar com ebe linhas e 9
colunas, onde ebe é o total de elementos da malha. Entretanto, os coeficientes da
diagonal principal da matriz do elemento podem ser obtidos através de combinagoes
dos outros coeficientes, nao sendo necessario armazend-los [18]. Assim, tem-se 6

colunas por linha ou invés de 9.

Na estratégia EBE, os blocos de matrizes A;, B;, C; e Ay de (3.2), cujas di-
mensoes sao descritas na Tab. 4.1, sao substituidos por estruturas correspondentes
que tém suas dimensoes relacionadas com quatro tipos de elementos: elementos
ebey,, elementos ebep,, elementos ebec, e elementos ebey . Os elementos ebe 4, sao
aqueles que armazenam suas contribuigoes em A; de (3.2), da mesma forma que os

elementos ebep,, ebec, e ebey ., sao aqueles que armazenam suas contribuigoes em

@)
B;, Cj e Ay de (3.2), respectivamente.

Dado um né IBNodes pertencente a particao ¢, como ele esta na fronteira entre
duas particoes, na maior parte dos casos, pode-se considerar que ao seu redor ha em
média 3 elementos da partigao . E portanto, esse no estda rodeado por elementos
que tém 2 nés IntNodes e 2 IBNodes da particao i. Na Fig. 4.3 o né6 IBNodes 20
da partigao 7 estd associado com os nds IntNodes 21 e 23 e nés IBNodes 8 e 19
também da particao i. A partir da mesma Fig. 4.3, algumas propriedades podem
ser verificadas. A cada nd IntNodes da particao i associa-se em média 2 elementos

ebey, distintos de 7. Isso significa que em média o numero de elementos ebe 4, é
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2 vezes o numero de IntNodes. A cada né IBNodes de ¢ associa-se em média, 2
elementos ebep,, 2 elementos ebec, e 2 elementos ebey . Isso implica que em média
o numero de elementos dos tipos ebep,, ebec, e ebey,, ¢ igual a 2 vezes o numero
de nés IBNodes de i. Vale lembrar que um mesmo elemento pode ser classificado
em mais de uma categoria, dependendo dos tipos de nds pelos quais tal elemento é

formado.

[] Partigdo i

B Particio j

Figura 4.3: Fronteira entre as particoes i e j

Foi discutido no Capitulo 2 que a matriz do elemento (m*)¢ de (2.72) nao é
montada, sendo necessario armazenar suas partes contidas nas matrizes m® e k° de
(2.70) e (2.71), respectivamente. Observando o processo de discretizagao elemento-
por-elemento, descrito também no Capitulo 2, nota-se que a matriz do elemento
triangular linear k° tem ordem 3 x 3, contudo, devido a propriedade de deficiéncia
de posto dessa matriz, ao invés de armazenar os 9 coeficientes, armazena-se apenas 6,

justamente aqueles que estao fora da diagonal da matriz do elemento. Analogamente,

52



para a matriz m° sao armazenados apenas 4 coeficientes. Nas Tab. 4.2 e 4.3
encontram-se, respectivamente, as dimensoes das estrututas paralelas referentes as
matrizes M de (2.67) e K de (2.68) adequadas a estratégia elemento-por-elemento.
Para ambas as matrizes estd sendo utilizada a notacao introduzida em (3.1). Os

termos n; e ng correspondem aos nés do tipo IntNodes e IBNodes do processador i,

respectivamente.
Estruturas EBE para M | por elementos | por nés
A; 4 ebe, ng
B; 4 ebep, 8np
C; 4 ebeg, 8np
Ag) 4 ebeAs(i) 8np

Tabela 4.2: Estratégia EBE para M

Estruturas EBE para K | por elementos | por nos
A; 6 ebea, 12n;
B; 6 ebep, 12np
C; 6 ebeg, 12np
Ay 6 ebeASm 12np

Tabela 4.3: Estratégia EBE para K

Recordando o problema exemplo (5.5) do capitulo anterior, ao invés de utilizar
os blocos A;, B;, C; e Ay descritos em (3.2) para armazer as contribuicoes das
matrizes dos elementos de K de (3.5) conforme visto nas Fig. 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9,
serao utilizadas as estruturas A;, B;, C; e Ay;) da estratégia de armazenamento
elemento-por-elemento. A Fig. 4.4 apresenta a parte da malha exemplo da Fig.
3.2(b) referente ao processador 1. J& a Fig. 4.5 mostra as estruturas paralelas
da estratégia elemento-por-elemento referentes ao processador 1 da malha exemplo

retratada na Fig. 4.4.
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Figura 4.4: Parte da malha da Fig. 3.2(b) referente ao processador 1

Qy; Ay

Gy Qi3 Gy Gy Ay Ap Az Gy Gy Gy Gy
16
25
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50
51
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64
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0
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0
(0]
(0]
(0]
(0]
(0]
0
-5
0
0
0
0
0
0

Figura 4.5: Contribuigoes elemento-por-elemento no processador 1
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4.3 Estratégia aresta-por-aresta - EDE

Uma forma alternativa para controlar a esparsidade presente em (3.2) é considerar o
armazenamento aresta-por-aresta [7][28]. A partir das matrizes dos elementos pro-
cedentes da formulacao apresentada no Capitulo 2, define-se um desmembramento
dos coeficientes das matrizes m® de (2.70) e k° de (2.71) gerando as contribuigoes

em cada aresta, que podem ser representadas por:

° X x 0 0 0 O x 0 x
o =|x x 0[+]|0 x x|+[0 0 O (4.1)
° 0 0 O 0 x X x 0 x

elem?z;zto e are;t,a i arestva ik are;tra ki

Entretanto, dada uma aresta s incidem sobre ela as informagoes dos elementos
adjacentes a ela, como pode ser observado na Fig. 4.6. Assim, todas as contribuigoes
referentes a aresta s estao presentes nos elementos e e f:

k

Figura 4.6: Elementos adjacentes a aresta s, formada pelos nés 7 e j

Dessa forma, as matrizes de aresta m?® e k* sao obtidas da seguinte forma:

o © X X X X
o © X X X X
N—— —_——
aresta s elemento e  elemento f

De forma semelhante a (2.67) e (2.68) as matrizes das arestas podem ser definidas

globalmente como:

nedges

M= A (m) (4.3)
nedges

K= A &) (4.4)

onde nedges é o numero de arestas da malha. De acordo com Catabriga et al. [7], as

matrizes m?® e k* possuem a propriedade de deficiéncia de posto andloga as matrizes
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(2.67) e (2.68), ou seja, m® pode ser representada por 3 coeficientes e k* pode ser
representada por apenas 2 coeficientes distintos. E claro que a matriz M* de (2.69)

também pode ser calculada a partir das contribuicoes das arestas.

Como todas as contribuicoes foram obtidas em nivel de cada elemento foi ne-
cessdrio criar uma fungao hash [25] para obter as matrizes (4.3) e (4.4) em funcao
das arestas da malha. Dada a contribuicao de um né Node; em um né Node; com
Nodey, Node; = 1,2, ..., N7, onde Ny é o nimero de nés incégnitas da malha, a hash

é definida como:

i = (Noder + Node;) mod PrimeNode(Ny)
Se Node; < Nodejy

j = Node; mod MaxEDNode (4.5)
Senao

j = Node; mod MaxEDNode

onde 0 < i < PrimeNode(Ny), 0 < j < MaxEDNode. PrimeNode(N;) é uma
fungao que retorna o maior niimero primo menor ou igual a Ny e MaxEDNode é o
menor nimero primo maior ou igual ao nimero médio de arestas distintas chegando

em cada né. Segundo Knuth [25], para uma fun¢ao hash da forma
hMK)=K mod M (4.6)

deve ser escolhido um ntimero primo M, tal que M nao divida r* 4+ a, onde k e
a sao numeros inteiros pequenos e r = 10 para o caso do sistema de base decimal
utilizado para o numeros inteiros. Quando o tamanho da malha é consideravel,
M = PrimeNode(Ny) obedece esse critério, e na maioria dos casos a fungao hash é

satisfatoria.

Em relagao a estrutura paralela aresta-por-aresta, os conceitos sao equivalentes
aqueles aplicados a estratégia elemento-por-elemento, apenas substituindo os ele-
mentos pelas arestas. Os blocos de matrizes A;, B;, C; e Ay de (3.2) agora sao
substituidos por estruturas correspondentes que tém suas dimensoes relacionadas
com quatro tipos de arestas: arestas edey,, arestas edep,, arestas edec, e arestas
ede Ay As arestas ede,, sao aquelas que armazenam suas contribuicoes em A;
de (3.2), da mesma forma que as arestas edep,, edec, e ede A, sao aquelas que

armazenam suas contribuicoes em B;, C; e A, de (3.2), respectivamente.
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Criando uma relacao né-aresta verifica-se que a cada nd de i associa-se apenas
3 arestas distintas de 7. Dado um né IntNodes, ele estda associado a 3 arestas dis-
tintas do tipo edey4,. Tendo em vista um né IBNodes pertencente a uma particao ,
verifica-se que a tal n6 IBNodes associa-se a uma aresta ede A, duas arestas edep,,
duas arestas edec,. Analogamente & estratégia elemento-por-elemento, as matrizes
das arestas (4.3) e (4.4) podem ser adaptadas a estratégia aresta-por-aresta. As
Tab. 4.4 e 4.5 apresentam as dimensoes das estruturas M e K de (4.3) e (4.4),
respectivamente, utilizando a estratégia aresta-por-aresta em relacao ao nimero de
arestas edey,, edep,, edec, e edey,,, e em relagao aos nos IntNodes e IBNodes. Note
que as arestas edep, e edec, tém contribuigoes menores que as demais arestas. Isso
porque uma aresta que liga um né IntNodes a um n6é IBNodes é uma aresta edep, e
guarda a contribui¢ao apenas numa dire¢ao, ou seja, do né IntNodes no né IBNodes.
Olhando a mesma aresta no sentido oposto, ou seja, do né6 IBNodes para o n6 Int-
Nodes, tem-se uma aresta edec,, e portanto, tal aresta guarda apenas a contribuicao

do né IBNodes no né IntNodes.

Estruturas EDE para M | por arestas | por nds
A; 3 edey, Iy
B; 2 edep, dnpg
C; 2 edec, dng
A 3edea,, 3ng

Tabela 4.4: Estratégia EDE para M

Estruturas EDE para K | por arestas | por nés
A; 2 edey, 6ny
B, edep, 2np
C edec;, 2np
Agi 2 edeASm 2npg

Tabela 4.5: Estratégia EDE para K

Retomando o problema exemplo (5.5), desta vez, os blocos A;, B;, C; e Ay
descritos em (3.2) sdo utilizados para armazenar as contribui¢oes de K de (3.5)

referentes as estruturas da estratégia aresta-por-aresta. A Fig. 4.7 apresenta as
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estruturas paralelas da estratégia aresta-por-aresta referentes ao processador 1 do
particionamento do problema exemplo retratado na Fig. 4.4. Repare que as arestas
que contém um noé numerado por —1 representam um conjunto de arestas que tem
como parte integrante um né incégnita e um né de valor prescrito. A aresta (23, —1)
de A; armazena as informagoes sobre as arestas (23,22) e (23,29). Ja a aresta

(37, —1) de A,y armazena as informagoes das arestas (37,36), (37,43) e (37,44).

30,-1 23,16

23,30 23,17

23,1 23,24
30,24
30,31

30,37

16,23 10,17

17,23 10,17
24,23 17,16
24,30 16,-1

31,30 17,24

37,30 24,25
24,31
31,25
31,32
32,25
37,1
31,37
37,38

38,-1

Figura 4.7: Contribuicoes aresta-por-aresta no processador 1

4.4 Estratégia compressed row storage - CSR

O armazenamento CSR [35] tradicional substitui a matriz global de discretizagao A,
por trés vetores auxiliares AA, JA e I A, o vetor AA armazena todas as contribuicoes
nao nulas da matriz global A, o vetor JA armazena a coluna correspondente que cada
coeficiente nao nulo ocuparia em A e o vetor I A mapea em AA o primeiro elemento
nao nulo de cada linha de A. A Fig. 4.8 apresenta um exemplo de aplicacao da
estratégia de armazenamento CSR tradicional em uma matriz A de ordem 5 x 5,

esparsa, composta por apenas 10 coeficientes nao nulos.
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a, a; AA= | ‘111‘ a13| azz‘ a25| 033‘ a34| a“‘ a45| ‘153‘ as4|

A= ay |ay, = JA=|1‘3|2‘5|3‘4|1‘5|3‘4|

=1 ]sls]7]s]

Figura 4.8: Armazenamento CSR Tradicional

A versao paralela da estratégia CSR pode ser derivada da tradicional com algu-
mas adequacoes. A Tab. 4.6 apresenta as estruturas CSR que devem ser aplicadas
a estrutura paralela de (3.2). Observe que cada um dos blocos A4;, B;, C; e Ay, de
(3.2) sao substituidos por 3 vetores cujas fungoes sao exatamente aquelas descritas

para a estratégia CSR tradicional.

Blocos da estrutura padrao | Estruturas equivalentes no CSR
A AA;, JA; e TA;
B; BB;, JB; e IB;
Ci CCy, JC; e IC;
Ag AAguy, JAsu) e TAq)

Tabela 4.6: Estruturas CSR aplicadas a (3.2)

No inicio do capitulo foi discutido que dada uma matriz A discretizada pelo
método dos elementos finitos, tem-se em média 7 coeficientes nao nulos em cada
linha. Quando a malha é de grande porte, os coeficientes dos blocos A; de (3.2)
tém comportamento equivalente aos coeficientes da matriz global A. Portanto, as
influéncias guardadas em AA; sao da ordem de 7n;, onde n; representa o nimero
de nés do tipo IntNodes. Ja em A,u de (3.2), sdo guardadas uma média de 3
contribui¢oes nao nulas por linha, uma vez cada né IBnodes tem relacao com outros
dois nés IBNodes. Por conseguinte, as influéncias guardadas em AA,;) resultam
numa estrutura da ordem de 3ng, onde ng é o nimero de nés IntNodes da particao
i. Os blocos B; e C; de (3.2) contém o mesmo numero de coeficientes nao nulos.
Dado um n6 IBNodes da particao i, tal né estda relacionado com uma média de
2 n6s IntNodes. Assim, as estruturas BB; e C'C; tém ordem 2ng. A Tab. 4.7
apresenta um resumo das dimensoes das estruturas CSR em funcao dos nés IntNodes

e IBNodes. Repare que as estruturas JA;, JB;, JC; e JAy;) possuem as mesmas
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dimensoes que as estruturas AA;, BB;, CC; e AAy;), respectivamente. Entretanto
as quatro primeiras armazenam numeros inteiros e as quatro ultimas niimeros reais.
As estruturas 1A;, IB;, IC; e I Ay, por sua vez, tém sua dimensoes equivalentes

ao numero de linhas dos blocos A;, B;, C; e Ay, de (3.2), respectivamente.

Estruturas CSR Dimensoes

AAZ', JAz e ]Al 772,], 7%[ eny

BB;, JB; e IB; 2npg, 2ng e ng

OCZ‘, JCZ (§ ]Oz 2713, 27LB e npg

AAS(Z-), JAs(i) (§] IAs(i) 3713, SnB e npg

Tabela 4.7: Dimensoes das estruturas CSR

As estruturas B; e C; da formulagao global (3.2) podem conter linhas inteira-
mente nulas, o que inviabilizaria essa paralelizacao, uma vez que IB; e IC; nao
conteriam informagoes precisas sobre o armazenamento CSR de BB; e C'C;. Sendo
assim, mais duas estruturas auxiliares necessitam ser criadas: os vetores AuxlB;
e AuxIC; que gerenciam as posicoes dos vetores IB; e IC; referentes as possiveis

linhas inteiramente nulas de B; e C; de (3.2).

Novamente, o problema exemplo (5.5) pode ser aplicado a essa nova estratégia.
A Fig. 4.9 apresenta as contribui¢oes da matriz K de (3.5) referentes as estruturas
da estratégia CSR do processador 1 conforme pode ser observado na Fig. 4.4.
No exemplo, as estruturas AAy), JAsu e [Agq) apresentam um maior niimero
de coeficientes que as demais. Para problemas reais, a malha tem dimensoes bem
maiores, o que indica que o numero de nos IntNodes ¢ bem maior que o nimero de
nés IBNodes, e conseqiientemente, o nimero de coeficientes das estruturas AA;, JA;

e I A; supera em muito o nimero de coeficientes das outras estruturas.
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-1.0 25
1.0 -0.5

-0.5 3.0
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8 |11 ] 1520 |24 ]27]30]32]

23458 10]~

Figura 4.9: Contribuicoes CSR no processador 1
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4.5 Analise comparativa entre as estratégias EBE,

EDE e CSR

A Tab. 4.8 contém um resumo da analise tedrica da relacao entre os nés IntNo-
des e IBNodes com o tipos de elementos, os tipos de arestas e os nds IntNodes e
IBNodes das estratégias elemento-por-elemento, aresta-por-aresta e CSR, respecti-
vamente, conforme visto nas secoes anteriores. O termo n; representa o nimero de

nos IntNodes e ng representa o nimero de nés IBNodes.

Tipo de né | por elementos | por arestas | por nos
IntNodes 2 ebey, 3 edea, g
2 ebep, 2 edep, 2npg
IBNodes 2 ebec, 2 edeg; 2np
2 ebeAs(i) 1 edeASm 3ng

Tabela 4.8: Relacao entre os tipos de nés, tipos de elementos, arestas e nos

As relagoes vistas na Tab. 4.8 definem um nimero denominado coeficiente de
proporcionalidade médio (CPM) para cada caso. Por exemplo, na estratétia EBE,
o numero de elementos ebey, em cada particao ¢ ¢ aproximadamente 2 vezes o
numero de nés IntNodes dessa particao, ou seja, o CPM nesse caso é 2. A Tab.
4.9 apresenta os CPM dos diversos tipos de dados de cada estratégia. Na primeira
coluna dessa tabela tem-se a estratégia de armazenamento, na segunda coluna ha
uma classificacao dos dados de acordo com a estratégia abordada, e na terceira
e ultima coluna tem-se o CPM tedrico para cada tipo de dado de acordo com a

estratégia escolhida.

Toda a analise tedrica levou em consideracao o caso médio de cada situacao.
Entretanto, para confirmar a argumentagao tedrica, foi considerada uma malha
nao-estruturada composta por 259299 nds e 516600 elementos, gerada pelo soft-
ware GMSH e particionadonada pelo METIS em 4 partigoes, conforme discutido no
Capitulo 3. A Tab. 4.10 apresenta os dados da malha nao-estruturada citada, o
namero de nés IntNodes e IBNodes em cada processador e a soma desses nimeros

de nés referentes aos 4 processadores.

A Tab. 4.11 apresenta a quantidade de elementos ebe y,, ebep,, ebec, € ebe A da
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Estratégia | Tipos de dados | CPM tedrico
elementos de A; 2
EBE elementos de B; 2
elementos de C; 2
elementos de Ay 2
arestas de A; 3
EDE arestas de B; 2
arestas de C; 2
arestas de Ay 1
nos de AA; 7
CSR nos de BB; 2
nés de CC; 2
nés de AA,q 3

Tabela 4.9: CPM tedrico de acordo com a estratégia de armazenamento e tipos de

dados

Proc | Nés IntNodes | No6s IBNodes
1 64121 547
2 64013 609
3 64062 548
4 64001 510
Totais 256197 2214

Tabela 4.10: N6s IntNodes e IBNodes dos processadores 1, 2, 3 e 4
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malha nao-estruturada citada anteriormente, apresenta as somas desses elementos ao
longo dos 4 processadores e CPM para cada tipo de elemento. O CPM dos elementos
ebey, foi calculado através de uma divisao da soma dos elementos ebe 4, dos quatro
processadores pela soma dos noés IntNodes também dos quatro processadores. De
maneira equivalente, os CPM dos elementos ebep,, ebec, e ebe Ay foram calculadores
através da divisao da soma respectiva de cada tipo desses elementos nos quatro
processadores pela soma dos nés IBNodes dos quatro processadores. Repare que o
CPM teorico apresentado na Tab. 4.9 é aproximandamente o mesmo obtido para a

malha nao-estrutura em questao.

Proc | Elem ebey, | Elem ebeg, | Elem ebec, | Elem ebey,

1 129264 1190 1190 1191

2 129092 1327 1327 1328

3 129168 1181 1181 1183

4 129067 1086 1086 1087
Totais 516591 4784 4784 4789
CPM 2.02 2.16 2.16 2.16

Tabela 4.11: EBE

Na Tab. 4.12 observa-se a quantidade de arestas edey,, edeg,, edec, e edea
da malha nao-estruturada citada no inicio da secao. Assim, como na estratégia
EBE, os CPM sao obtidos através de divisoes das somas dos tipos de arestas ao
longo dos 4 processadores pela soma dos nds IntNodes ou IBNodes dependo do
tipo de aresta. Note que, também nesse caso, os CPM tedricos da estratégia EDE
apresentados na Tab. 4.9 sao aproximandamente os mesmos que os obtidos na malha

nao-estruturada.

A Tab. 4.13 contém informacoes sobre os CPM referente a estratégia de armaze-
namento CSR. A primeira coluna representa o nimero do processador, e as demais
representam o nimero de coeficientes presentes em cada uma das estruturas asso-
ciadas a estratégia CSR em cada processador. Assim como nas Tab. 4.11 e 4.12,
existe uma linha contendo totais referentes as somas dos ntimeros de coeficientes
de cada tipo em cada um dos quatro processadores. Os CPM também sao obtidos

através de divisoes. O primeiro deles obtém-se dividindo a soma do niimero de coe-
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Proc | Aresta edey, | Aresta edep, | Aresta edec, | Aresta edey,

1 191719 1189 1189 548

2 191320 1326 1326 610

3 191551 1180 1180 550

4 191426 1085 1085 511
Totais 766016 4780 4780 2219
CPM 2.99 2.16 2.16 1.00

Tabela 4.12: EDE

ficientes de AA; dos quatro processadores pelo total de nés IntNodes da Tab. 4.10.
Os demais CPM sao obtidos pela divisao das somas dos numeros de coeficientes
de BB;, CC; e AAyq) pelo total de nés IBNodes da Tab. 4.10. Mais uma vez, os
dados experimentais confirmam a discussao tedrica, ou seja, comparando os CPM
tedricos da estratégia CSR descritos na Tab. 4.9 com os CPM desta tabela, gerados
a partir da malha nao-estruturada do inicio da secao, verifica-se que ambos valores

sao aproximandamente os mesmos.

Proc | Coef de AA; | Coef de BB, | Coef de C'C; | Coef de AA,;

1 446567 1189 1189 1639

2 445695 1326 1326 1825

3 446132 1180 1180 1644

4 445685 1085 1085 1528
Totais 1784079 4780 4780 6636
CPM 6.96 2.16 2.16 3.00

Tabela 4.13: CSR




4.6 Complexidade do produto matriz-vetor e pro-

duto interno

A complexidade de um algoritmo esta relacionada com o consumo de memoria e o
tempo de processamento. O produto matriz-vetor é a principal operacao de todo
o processo, sendo que nele é utilizado a grande maioria dos recursos de memoria
e onde sao realizados grande parte dos calculos. Conseqlientemente, analisando a
complexidade média do produto matriz-vetor, tem-se uma idéia do comportamento
de toda implementacao. A complexidade do produto matriz-vetor esté relacionada
diretamente com a estratégia de armazenamento utilizada. Em relacao ao consumo
de memoria, ao comparar as Tab. 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.7, pode-se verificar que a

estratégia EDE tem o menor consumo, seguida da estratégia CSR.

O produto matriz-vetor é composto por operagoes de soma e multiplicacao de
pontos flutuantes além de acessos a memoria. As operagoes de trocas de mensa-
gens entre os processadores sao realizadas apenas apds o produto matriz-vetor e
independente da estratégia de armazenamento adotada essa operacao é a mesma.
Entretanto, é considerado apenas o nimero médio de multiplicagoes de pontos flu-

tuantes.

Na Tab. 4.14 podem ser encontradas as expressoes que representam o nimero
médio de operacoes de multiplicacao de ponto flutuante realizadas em cada estratégia
de armazenamento, tanto para o caso paralelo, como para o sequencial. Os termos
N; e Np representam, respectivamente, o soma de todos nés IntNodes e a soma de
todos nés IBNodes ao longo de todos subdominios (no caso sequencial ndo existem
nés IBNodes). Observa-se que o produto matriz-vetor da versao CSR realiza menos
operagoes que o EBE e o EDE, sugerindo que a estratégia CSR seja mais rapida que

as demais.

Se a ordem da matriz A for muito grande, N; serd muito maior que Np, ou
seja, considerando que o nimero de nés IBNodes cresce linearmente, enquanto o
nimero de nés IntNodes cresce quadraticamente, conclui-se que a massa de dados a
ser computada passa a ser muito maior que a envolvida em comunicagao, o que pode
tornar o tempo das comunicagoes propocionalmente menor em relagdo ao tempo de
processamento. Assim, as versoes paralelas tendem a ser p vezes mais rapidas que

as versoes sequenciais.
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Operacgao Paralelo Sequencial

Matriz-vetor CSR % [TN; + TNpg] TN;

Matriz-vetor EBE % [18N; + 42Np] 18Ny

Matriz-vetor EDE % [12N; + 12Np] 12N;
Produto Interno % [Ny + 2Ng] N;

Tabela 4.14: Complexidade média do produto matriz-vetor e produto interno

O produto interno é absolutamente o mesmo independente da estratégia de arma-
zenamento escolhida. Dessa a forma, a definicao mantém-se conforme apresentada
em (3.14). Visando simplificar o modelo, o tempo para realizar a operagao de cada
divisao representada pelo termo Shared[i] de (3.14) foi considerado o mesmo que o

de uma multiplicacao.

As operagoes de comunicacao entre os processadores nao ocorrem durante os
calculo do produto matriz-vetor. Somente apds esse produto ocorre a comunicacao
e, independente da estratégia de armazenamento utilizada, ¢é realizada essencial-
mente da mesma maneira, ou seja, cada processador calcula um vetor contendo
seus respectivos nés IBNodes obtidos através do produto matriz-vetor; em seguida,
a funcao Update, descrita na Fig. 3.15, é utilizada para efetuar a devida atuali-
zacao. Dessa forma, o tempo gasto na comunicagao que ocorre apds cada produto
matriz-vetor é o mesmo em cada estratégia. Assim, optou-se por omitir tais tempos
na Tab. 4.14, uma vez que, o objetivo nao era calcular a complexidade do algorit-
mo, mas criar alguns parametros tedricos para a comparacao entre as estratégias de

armazenamento.

No préximo capitulo serao apresentados alguns testes de desempenho visando
verificar se a tendéncia proposta pela operacao de produto matriz-vetor é mantida,
ou seja, se os algoritmos que empregam a estratégia CSR sao mais rapidos que os
algoritmos que utiliza a estratégia EDE e se estes ultimos por sua vez sao mais

rapidos que os que utilizam a estratégia EBE.
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Capitulo 5

Testes de Desempenho

Nesse capitulo sao apresentados os resultados de quatro problemas exemplos que
visam comparar a eficiéncia de cada estratégia de armazenamento. Inicialmente
¢é apresentado um breve histérico sobre a configuragao do cluster onde foram rea-
lizados todos os testes. Em seguida, cada um dos problemas exemplos ¢é tratado
separadamente. Ha uma descricao dos parametros fisicos envolvidos em cada caso,
informagoes como tamanho de dominio, tamanho da malha de discretizacao, método
de solugao de sistema linear utilizado e outras informagoes importantes, como o tem-
po de processamento em cada estratégia estudada, graficos de speedup e eficiéncia.

Para cada caso sao utilizados um tamanho de malha médio e um grande.

5.1 Cluster Enterprise

Todos os testes foram realizados no cluster Enterprise do Laboratério de Com-
putagao de Alto Desempenho do Centro Tecnologico da Universidade Federal do
Espirito Santo (LCAD - CT - UFES). O cluster é composto por 64 nés de pro-
cessamento e um servidor. Todos os nds utilizam o sistema operacional Linux Red
Hat 7.1 (kernel 2.4-20). Em relagdo as ferramentas de programacao disponiveis
no Enterprise, foram utilizadas o compilador gce-2.96-112.7.1 da linguagem C para
GNU/Linux, parte da distribuicdo Red Hat 7.1 e a biblioteca do padrao MPI lam-
6.5.9-tcp.1. Os codigos sequenciais foram compilados utilizando “gcc -o file file.c” e

os codigos paralelos “mpicc -o file file.c”.

A rede de interconexao é composta basicamente por dois switches 3COM modelo
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4300. Cada switch possui 48 portas e cada porta tem uma capacitadade tedrica de
100Mb/s para comunicagao com os nds de processamento e sao interligados entre si
através de um mdédulo Gibabit Ethernet (1000Mb/s). Para uma melhor utilizagao,
a quantidade de nos de processamento ¢ dividida igualmente entre os dois switches

e um deles possui uma porta Gibabit a mais para conexao com o servidor.

Cada um dos 64 nés de processamento do Enterprise possui meméria SDRAM de
256MB e disco rigido Ultra ATA de 20GB. O processador de cada né é o ATHLON
XP 1800+ fabricado pela AMD. Visto que cada processador possui duas unidades
de ponto flutuante e frequéncia de operacao de 1,53 GHz, tem-se um desempenho

tedrico de pico igual a 2 x 1,53 = 3,06 GFLOP/s por né de processamento.

A ma&quina servidora possui praticamente a mesma configuracao dos nés de pro-
cessamento exceto que conta com 512MB de meméria RAM, 80 GB de disco e duas
placas de rede, uma 3COM Gigabit Ethernet para conexao com um dos switches do
cluster e uma 3COM Fust-FEthernet para conexao externa. Esta méquina também
é responsavel pela distribuigao dos processos nos nés de processamento (a geréncia
de filas de processos ¢ feita pelo SGE - Sun Grid Engine [41]), pelo armazenamento
das contas dos usuarios, além das atividades de configuracgao, atualizacao e monito-
ramento dos nds de processamento. A Fig. 5.1 ilustra as conexoes de rede entre as

maquinas externas, o servidor e os nés de processamento.

Para medir o desempenho das implementagoes das estratégias de armazenamen-
to executadas no cluster Enterprise, foram utilizadas algumas métricas. Na secao

seguinte é detalhado como tais medidas foram definidas e como foram utilizadas.

5.2 Medidas de desempenho adotadas

O desempenho dos algoritmos paralelos desenvolvidos foi avaliado através de trés
medidas: tempo de processamento, speedup e eficiéncia. O tempo de processamento
foi medido com o auxilio de algumas fun¢oes padrao da linguagem C que utilizam a
biblioteca time.h. Quando o processo comeca sua execucao, a funcao time inicializa
uma variavel com um formato de tempo especial (formato time_t) e antes que a
funcao de finalizagao do MPI seja acionada, uma segunda variavel é marcada com

o mesmo formato de tempo da variavel inicial. Depois disso, é chamada a funcao
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Figura 5.1: Conexoes de rede do cluster Enterprise

difftime que calcula a diferenca entre essas duas varidveis e retorna uma resposta
em segundos. Assim, o tempo de execucao total é calculado e escrito em um arquivo.
Cada teste foi executado 5 vezes, o maior tempo e o menor foram desprezados, sendo
o tempo de execucao de cada teste calculado através de uma média entre os trés

valores intermedidrios.

O speedup (5;) e a eficiéncia (F;) foram definidos conforme as expressoes

onde t; representa o tempo processamento do algoritmo sequencial! implementado
e t;, comi = 1,...,p, o tempo de processamento do algoritmo paralelo executado
utilizando ¢ processadores, sendo p o nimero de processadores envolvidos no pro-

cessamento paralelo.

Como ja mencionado, os problemas exemplos foram executados em malhas de
tamanho médio e tamanho grande. No caso das malhas de tamanho grande, o

consumo de memoria ultrapassou a quantidade de memoria de cada né do cluster,

lteoricamente esse é o tempo do melhor algoritmo sequencial possivel
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ou seja, a memoria utilizada neste caso foi maior que 256 MB. Como resultado disso,
os testes para malhas maiores foram realizados apenas a partir de 4 processadores,
e portanto, no caso dessas malhas o speedup e a eficiéncia foram redefinidos:

4t
Si=1 sei1<4 e S,-:t—4 se1>4 (5.2)

i

S
Ei=1 sei<4 e E,=— sei>4 (5.3)

onde ¢4 representa o tempo processamento do algoritmo paralelo executado utilizan-
do 4 processadores e, t;, com ¢ = 4,..,p, o tempo de processamento do algoritmo

paralelo executado utilizando ¢ processadores.

Para cada problema exemplo, relativo as malhas médias, foram executados testes
que utilizaram 1, 2, 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores. Ja em relacao as malhas
de tamanho grande, os testes foram realizados utilizando 4, 8, 12, 16, 24 32 e 48
processadores. Em cada caso, as estratégias de armazenamento EBE, EDE e CSR
tiveram seus desempenhos avaliados. Assim, nas proximas sec¢oes serao apresentados
os problemas exemplos e seus respectivos testes de desempenho. A quatidade de
memoéria utilizado em cada problema exemplo pode ser estimada através das Tab.

4.2, 4.3, 4.4, 4.5 e 4.7 conforme a estratégia de armazenamento utilizada.

5.3 Adveccao em um campo de escoamento rota-

cional

Considere um escoamento fortemente advectivo regido pela rotacao de um fluido no
centro de um dominio quadrado de dimensoes [—0.5,0.5] x [—0.5, 0.5], conforme Fig.
5.2, com velocidade e difusividade dadas por:

8= { Y ] K = {100_6 1006} | (5.4)

T

Ao longo do contorno do dominio quadrado a solugao é nula, e no contorno interno
OA a solugao possui variagao cossenoidal, como mostrado na Fig. 5.2. A solucao
exata para esse problema ¢ essencialmente uma advecgao pura da condi¢ao no con-

torno OA ao longo das linhas de corrente circulares. A Fig. 5.3 representa a solucio
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Figura 5.2: Advecgdo em um campo de escoamento rotacional.

obtida utilizando a estratégia de armazenamento CSR, considerando uma malha es-
truturada com 40 x 40 células, contendo 2 elementos triangulares em cada célula e,
executada em 4 processadores. A solucao aproximada corresponde a solucao exata
esperada. A solucao obtida considerando as estratégias EBE, EDE e CSR, inde-
pendente do nimero de processadores considerado, é essencialmente a mesma, ou
seja, nas tres estratégias sao realizados os mesmos niimeros de iteragoes lineares e o
mesmo numero de passos no tempo. Além disso, dentro da tolerancia considerada,

o residuo do sistema linear em cada passo de tempo é absolutamente o mesmo.

Para andlise do desempenho paralelo foram consideradas duas malhas estrutu-
radas, uma com 512 x 512 células e outra 1024 x 1024 células, sendo cada célula
dividida em dois elementos triangulares, totalizando 263169 nés e 524288 elementos
para a primeira malha e 1050625 nos e 2097152 elementos para a segunda malha.
Para o caso sequencial, o nimero de nés incégnitas, ou nés IntNodes da malha média

é 260865 nods e para a malha grande 1046017 nos.

A Tab. 5.1 apresenta, para a malha média, os tempos necessarios para a solugao
considerando 1, 2, 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias
de armazenamento. Além disso, apresenta para cada estratégia o correspondente
nimero de objetos processados: o nimero de elementos para a estratégia EBE, o

numero de arestas para a estratégia EDE e o niimero de coeficientes nao nulos para
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Figura 5.3: Adveccao em um campo de escoamento rotacional - Solu¢ao com 4

processadores utilizando a estratégia de armazenamento CSR.

a estratégia CSR. Observa-se que a estratégia CSR é a mais rapida dentre as trés,

seguida pela estratégia EDE.

Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos 1 2 4 8 12 | 16 | 24 | 32 | 48

EBE 524285 | 5140 | 2934 | 1578 | 1016 | 611 | 467 | 423 | 281 | 232
EDE 782592 | 4958 | 2522 | 1305 | 767 | 504 | 392 | 278 | 228 | 202
CSR 1820947 | 3732 | 1727 | 892 | 531 | 344 | 267 | 202 | 173 | 153

Tabela 5.1: Advecgao em um campo de escoamento rotacional - Tempo de execugao

em segundos - Malha média.

A Tab. 5.2 apresenta, em relacao a malha grande, os tempos necessarios para a
solugao considerando 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias de
armazenamento, além do nimero de objetos processados em cada estratégia. Como
pode ser observado, as proporcionalidades referentes ao nimero médio de operagoes
do produto matriz-vetor descritas na Tab. 4.14 nao foram mantidas. Isto porque,
nos exemplos utilizados, as fungoes relacionadas com o produto matriz-vetor ocu-
param cerca de 40% a 60% do tempo total do processamento. O restante do tempo

foi gasto nas fungoes que sao comuns as trés estratégias, como produtos internos,
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operacoes elementares do método GMRES e comunicacoes entre os processadores.
Comparando os desempenhos das estratégias EBE e EDE, verifica-se um tempo de
processamento muito proximo, o que pode implicar em um melhor aproveitamento
dos nives de meméria cache [16] pela estratégia EBE ou mesmo um maior acesso a
memoria realizado pela estratégia EDE, reduzindo assim sua vantagem em relacao
ao menor numero de operacoes de ponto flutuante realizadas. Outro ponto impor-
tante é a necessidade de acessos constantes as estruturas auxiliares presentes, por

exemplo, na estratégia CSR.

Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos 4 8 12 16 24 32 48

EBE 2097149 | 13557 | 7988 | 5353 | 4559 | 2976 | 2832 | 1920
EDE 3138048 | 13517 | 6864 | 4313 | 3650 | 2677 | 2109 | 1518

CSR 7311891 | 8105 | 4607 | 3118 | 2777 | 1744 | 1511 | 1163

Tabela 5.2: Advecgao em um campo de escoamento rotacional - Tempo de execugao

em segundos - Malha grande.

O numero de iteracoes do algoritmo GMRES para a malha média foi 12355
iteragoes em todas as estratégias e independente do niimero de processadores utilili-
zados. Os tempos de montagem das estruturas referentes as estratégias EBE, EDE e
CSR foram respectivamente 0.202s, 0.201s e 0.324s. J& em relacao a malha grande,
o numero de iteragoes do algoritmo GMRES foi 29617 iteragoes com um tempo de
montagem de 0.920s, 1.385s e 3.387s para as estratégias EBE, EDE e CSR, respec-
tivamente. Em relacao aos demais problemas exemplos, o niimero de iteragoes e
tempo de montagem de estruturas utilizadas em cada estratégia de armazenamento

manteve proporcoes semelhantes.

As Fig. 5.4 e 5.5 apresentam os graficos de speedup e eficiéncia do problema de
advecgao em um campo de escoamento rotacional para a malha de tamanho médio.
Observa-se que a estratégia CSR obteve maiores valores de speedup e eficiéncia nos
casos com menos maquinas mas ha uma tendéncia que para um nimero maior de

maquinas a estratégia EDE obtenha melhores valores de speedup e eficiéncia.

As Fig. 5.6 e 5.7, por sua vez, apresentam os graficos de speedup e eficiéncia

do problema de adveccao em um campo de escoamento rotacional para a malha
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de tamanho grande. Observa-se que a estratégia EDE obteve um melhor speedup
e melhor eficiencia em todos os pontos do grafico. O speedup e a eficiéncia das

estratégias CSR e EBE mantiveram-se quase iguais em todos os pontos.
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Figura 5.6: Speedup - Adveccao em um campo de escoamento rotacional - Malha

grande

5.4 O problema do cone em rotacao

O problema do cone em rotacao vem sendo utilizado como um dos problemas padrao
para escoamentos transientes fortemente compressiveis. O escoamento é caracteri-
zado pela rotacao de um fluido ao longo de um cone no interior de um dominio

quadrado com dimensdes [—5, 5] x [=5, 5], conforme Fig. 5.8.

A velocidade e difusividade sdo as mesmas consideradas no exemplo anterior.
Ao longo do contorno do dominio quadrado a solucao é nula e a condicao inicial
¢ dada pela variacao cossenoidal, mostrada na Fig. 5.8. A Fig. 5.9 representa
a solucao obtida para os tempos t = 1, t = 3 e t = 7 segundos, utilizando a
estratégia de armazenamento CSR e considerando uma malha estruturada com 64 x

64 células, contendo 2 elementos triangulares em cada célula e, executada em 4
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processadores. Como no exemplo anterior, a solucao obtida considerando também
as estratégias EBE e EDE, independente do niimero de processadores considerado,

¢é essencialmente a mesma.

(a) t = 1 segundos. (b) t = 3 segundos.

(¢) t = 7 segundos.

Figura 5.9: Cone em rotacao - Solucao com 4 processadores utilizando a estratégia

de armazenamento CSR.

Foram consideradas duas malhas nao-estruturadas, uma malha média composta
por 259620 nds e 517242 elementos triangulares e uma malha grande composta por
1033630 nés e 2065262 elementos triangulares. Para o caso sequencial o nimero de

nos incognitas da malha média é 259620 nds e para a malha grande é 1030634 nos.

A Tab. 5.3 apresenta, para a malha média, os tempos necessarios para a solucao
do problema do cone em rotacao considerando 1, 2, 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 proces-
sadores e as trés estratégias de armazenamento. Também nesse caso, apresenta para
cada estratégia o correspondente ntimero de objetos processados. Como no exemplo

anterior, a estratégia CSR foi a mais rapida dentre as trés.

A Tab. 5.4 apresenta, em relacao a malha grande, os tempos necessarios para

a solugao do problema do cone em rotacao considerando 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48
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Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos 1 2 4 8 12 16 24 | 32 | 48

EBE 517238 | 17291 | 9113 | 4549 | 2220 | 1687 | 1084 | 659 | 555 | 442
EDE 772869 | 15694 | 7514 | 3596 | 2139 | 1165 | 823 | 535 | 446 | 373
CSR 1799202 | 10603 | 5195 | 2464 | 1214 | 756 | 550 | 382 | 341 | 297

Tabela 5.3: Cone em rotacao - Tempo de execucao em segundos - Malha média

processadores e as trés estratégias de armazenamento, além do nimero de objetos

processados em cada estratégia.

Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos 4 8 12 16 24 32 48

EBE 2065262 | 22794 | 12459 | 7908 | 5981 | 4025 | 3159 | 2461
EDE 3091897 | 18853 | 9361 | 6137 | 4913 | 3153 | 2676 | 1702
CSR 7206092 | 12921 | 6553 | 4292 | 3471 | 2517 | 1725 | 1095

Tabela 5.4: Cone em rotacao - Tempo de execugao em segundos - Malha grande

As Fig. 5.10 e 5.11 apresentam o speedup e a eficiéncia refentes a malha média do
problema do cone em rotagao. Note que esse exemplo apresenta um comportamento
superlinear para quase todos nimeros de processados para as trés estratégias, tendo

como consequéncia uma eficiéncia superior a 1.0 nesses casos.

As Fig. 5.12 e 5.13 mostram o speedup e a eficiéncia refentes a malha grande do
problema do cone em rotagao. Os valores de speedup obtidos mantém um comporta-
mento muito préximo do valor ideal. Na maior parte dos pontos o speedup referente
a estratégia EDE supera os demais, contudo para o caso de 48 processadores nota-se
que o melhor speedup é o referente a estratégia CSR. A eficiéncia apresentou um
comportamento bem estavel, somente para estratégia EBE com 12 processadores

houve uma variacao mais significativa.

Considerando o caso sequencial, foi observado que no caso de malhas nao-estru-
tu-radas, a lista dos elementos gerada pelo GMSH, em geral, nao enumera elementos
adjacentes mantendo-os numa sequéncia favoravel ao uso da hierarquia de memoria.

Ou seja, no caso das malhas nao-estruturadas alguns dados sao dispostos de maneira
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que nao utilizem eficazmente os niveis L1 e L2 das memorias cache. Quando o
problema é executado em paralelo, a malha é reduzida, e esse problema tem um
efeito menor. Portanto, essa é uma possivel explicacao para valores de speedups

superlineares verificados no problema exemplo da presente secao.

5.5 Um problema de adveccao e difusao com so-

lugcao conhecida

Também foi considerado um problema de conveccao e difusao com solugao conhecida
em um dominio quadrado com dimensoes (0,1) x (0,1). As componentes do vetor
B foram dadas por 8, = 1.0 e 3, = 1.0, os coeficientes de condutividade em cada
direcao foram x, = 1.0 e k, = 1.0, no contorno I' tomamos u(z,y) = 0.0 e utilizamos
f tal que a solucao exata seja dada por u(z,y) = 100xy(z — 1)(y — 1) para (z,y) €
(0,1) x (0,1). Foram utilizadas duas malha nao-estruturadas: a primeira, uma
malha média composta por 259324 nés e 516650 elementos triangulares e, a segunda,
uma malha grande composta por 1034703 nés e 2065408 elementos triangulares. O
nimero de nés incognitas da malha média é 257328 e o nimero de nés incégnitas
para a malha grande é 1030707. Foi utilizado o método GMRES com tolerancia
de 107* e 10 vetores na base de Krylov. A Fig. 5.14 representa a solucao obtida
utilizando a estratégia CSR, considerando uma malha estruturada com 64 células,

contendo 2 elementos triangulares cada, executada em 4 processadores.

A Tab. 5.5 apresenta, em relacao a malha média, os tempos necessarios para a
solucao do problema de adveccao e difusao com solucao conhecida considerando 1,
2,4, 8,12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias de armazenamento,
além do ntimero de objetos processados em cada estratégia. Obedecendo a tendéncia
sugerida pela Tab. 4.14, a estratégia CSR é a que apresenta um melhor desempenho
no que se refere ao tempo de processamento, seguida da estratégia EDE e, por

ultimo, a estratégia EBE.

A Tab. 5.6 apresenta, em relagao a malha grande, os tempos necessérios para a
solucao do problema de adveccao e difusao com solucao conhecida considerando 4,
8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias de armazenamento, além

do nuimero de objetos processados em cada estratégia. Note que nesse exemplo
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Figura 5.14: Advecgao e difusao com solugao conhecida - Solu¢ao com 4 processa-

dores utilizando a estratégia de armazenamento CSR

Estratégia

Ne° de

EBE

objetos

516646

Numero de processadores

2

4

8

12 16

24 | 32 | 48

EDE
CSR

771981

1797130

27606
21361

16114

14214
10320

7943

3760

6709

4811

1848

3195
2417

1978 | 1367

1418 | 1043

1187 | 855

961 | 705 | 582

683 | 559 | 485

607 | 507 | 458

Tabela 5.5: Adveccao e difusao com solucao conhecida - Tempo de execugao

segundos - Malha média
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os valores obtidos para as estratégias EBE e EDE estao nas proporcionalidades
propostas pelo produto matriz-vetor na Tab. 4.14, ou seja, nesse caso, os tempos
das estruturas EBE e EDE estao mantendo aproximadamente uma relacao 3 : 2. Isso
pode sugerir que nesse exemplo, ambas estruturas podem nao estar tirando vantagem
significativa das memorias cache e que o produto matriz-vetor esta consumindo mais

que 60% do tempo total de processamento.

Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos 4 8 12 16 24 32 48

EBE 2065408 | 121228 | 60578 | 39667 | 30132 | 20244 | 16071 | 10474
EDE 3092116 | 88455 | 44351 | 31325 | 21863 | 14771 | 11586 | 6956

CSR 7206603 | 67880 | 33199 | 22466 | 17448 | 11218 | 8652 | 5828

Tabela 5.6: Adevccao e difusao com solucao conhecida - Tempo de execucao em

segundos - Malha grande

As Fig. 5.15 e 5.16 apresentam os graficos de speedup e eficiéncia do problema de
advecgao e difusao com solugao conhecida em relagao a malha de tamanho médio.
Observa-se que os valores do speedup e eficiéncia das estratégias EBE e EDE superam
os valores obtidos pela estratégia CSR, sugerindo que a estratégia CSR sequencial
adequou-se melhor ao exemplo que as demais. Observe que, nos exemplos anteriores,
os tempos sequenciais da estratégia CSR foram proporcialmente mais proximos dos

tempos das estratégias EBE e EDE.

As Fig. 5.17 e 5.18 apresentam os graficos de speedup e eficiéncia do problema de
adveccao e difusao com solugao conhecida em relacao a malha de tamanho grande.
Observe que o speedup mantém-se proximo ao speedup ideal e a eficiéncia por sua
vez préoxima a 1. Note que para a estratégia EDE, o speedup para o caso de 48
processadores manteve-se acima do ideal, sugerindo que para um nuimero maior de

processadores a paralelizacao ainda é viavel.
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5.6 Uma equacao diferencial parcial eliptica de 22

ordem

Considere uma equacao diferencial parcial eliptica de 2* ordem que modela o seguinte

problema de valor de contorno:

—V2u(z,y) =0 (z,y) € QCIR?
(5.5)
uz,y)=r+y  (z,y) €0Q

onde Q) = [—5, 5] x [—5, 5] e, como pode-se perceber, é um problema com solu¢ao em
regime permanente, matriz de difusividade volumétrica k igual a matriz identidade,
campo de velocidade B3 = {0,0}7 e termo de fonte f = 0. Esse exemplo ¢é o
mesmo utilizado no Capitulo 3, diferindo apenas pela condi¢ao de contorno. A Fig.
5.19 representa a solugao obtida utilizando a estratégia de armazenamento CSR,
considerando uma malha estruturada com 100 x 100 células, contendo 2 elementos
triangulares cada e, executada em 4 processadores. Também nesse caso, a solucao
obtida para qualquer uma das trés estratégias de armazenamento é, independe do
nuimero de processadores considerado, é a mesma. Em todos os casos, sao obtidos
os mesmos residuos e é realizado o mesmo numero de iteragoes. Por se tratar de
um problema simétrico, a solucao do sistema linear proviniente da discretizagao por
elementos finitos foi obtida através do algoritmo Gradientes Conjugados, com uma

tolerancia de 10712

Foram consideradas duas malhas estruturadas, uma média com 512x512 células e
outra grande com 1024 x 1024 células, sendo cada célula dividida em dois elementos
triangulares, totalizando 263169 nods e 524288 elementos para a primeira malha e
1050625 nds e 2097152 elementos para segunda malha. O nimero de nés incognitas

para a malha média ¢ 261121 néds e para a grande ¢ 1046529 nos.

A Tab. 5.1 apresenta, para a malha média, os tempos necessarios para a so-
lugao do problema de valor de contorno regido pela equagao eliptica de 2* ordem
considerando 1, 2, 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias de
armazenamento. Também apresenta para cada estratégia o correspondente niimero
de objetos processados. Observa-se que os tempos de processamento tiveram uma
ordem de grandeza bem pequena, visto que nenhum deles ultrapassou 300 segun-
dos. No entanto, a classificacao das estratégias segundo o tempo de processamento

manteve-se como nos caso anteriores, ou seja, a mais rapida é a CSR seguida da
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Figura 5.19: Equacao eliptica de 2* ordem - Solugao com 4 processadores utilizando

a estratégia de armazenamento CSR

estratégia EDE e depois a estratégia EBE.

Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos | 1 2 | 4|8 |12]16 24|32 |48

EBE 524286 | 290 | 181 | 94 | 54 | 36 | 28 | 20 | 16 | 13
EDE 783360 | 280 | 144 | 73 39 |26 | 20 | 14| 12| 10
CSR 1823761 | 213 | 114 | 58 | 31 | 22 | 17 |12 | 10 | 8

Tabela 5.7: Equacao eliptica de 2* ordem - Tempo de execugao em segundos - Malha

média

Tab. 5.6 apresenta, em relacao a malha grande, os tempos necessarios para a
solugao do problema de valor de contorno regido pela equagao eliptica de 2% ordem
considerando 4, 8, 12, 16, 24, 32 e 48 processadores e as trés estratégias de armazena-
mento, além nimero de objetos processados em cada estratégia. Semelhantemente
aos exemplos anteriores observa-se que a estratégia CSR foi a mais rapida, seguida

pela estratégia EDE e depois estratégia EBE.

As Fig. 5.20 e 5.21 apresentam os graficos de speedup e eficiéncia do problema

de valor de contorno regido pela equacao eliptica de 2* ordem em relagao a malha
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Estratégia | IN° de Numero de processadores

objetos | 4 8 12 | 16 | 24 | 32 | 48

EBE 2097150 | 649 | 336 | 254 | 180 | 128 | 100 | 71
EDE 3139584 | 566 | 291 | 200 | 153 | 108 | 85 | 63
CSR 7317521 | 457 | 242 | 162 | 122 | 86 | 69 | 51

Tabela 5.8: Equagao eliptica de 2* ordem - Tempo de execugao em segundos - Malha

grande

de tamanho médio. Como pode ser observado a estratégia EDE obteve um maior
speedup e maior eficiencia para todos os nimeros processadores, a estratégia CSR

manteve um comportamento semelhante com valores logo abaixo da estratégia EDE.
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Figura 5.20: Speedup - Equacao eliptica de 2* ordem - Malha média

As Fig. 5.22 e 5.23 apresentam os graficos de speedup e eficiéncia do problema de
valor de contorno regido pela equacao eliptica de 2* ordem em relacao a malha de
tamanho grande. Em relacao aos valores de speedup e eficiéncia as trés estratégias
obtiveram valores quase idénticos, com uma leve queda da eficiéncia para estratégia

EBE para alguns nimeros de processadores.
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Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre as estratégias de armaze-
namento elemento-por-elemento (EBE) [18], aresta-por-aresta (EDE) [7][28] e com-
pressed sparse row (CSR) [35] aplicadas ao processamento paralelo em clusters de
estacoes de trabalho. As referidas estratégias armazenaram as contribuigoes relativas
as matrizes de discretizagao oriundas da equacao de adveccao e difusao discretiza-
da pelo método dos elementos finitos com uma estabilizacao SUPG. Foi estudada
uma técnica de decomposicao de dominio onde as matrizes de discretizagao foram
armazenadas em estruturas de dados que possibilitam resolver os sistemas lineares
provenientes do processo de discretizacao através do algoritmo GMRES e gradientes
conjugados. Antes do processamento paralelo ser efetuado foi realizada uma etapa
de pré-processamento, onde a malhas de discretizacao foram geradas pelo GMSH e,

com a ajuda do software METIS, o dominio foi particionado.

Observou-se, durante o decorrer dos estudos, que para as malhas com uma quan-
tidade de nds em torno de 10000, a estrutura paralela ja ultrapassava uma quan-
tidade de 256MB na memoria principal, o que tornava o processo de solucao do
problema de difusao simples praticamente invidvel. Sendo assim, constatou-se a
necessidade da implementacao das estratégias de armazenamento especiais devido a
grande esparsidade encontrada. Foi realizado um estudo tedrico sobre as estratégias
de armazenamento, onde foram investigados o consumo de meméria e o niimero de
operagoes realizadas em cada estratégia. Os resultados tedricos demonstraram que

a estratégia CSR é a mais rapida dentre as trés, seguidas pela estratégia EDE.

Para medir o desempenho das estratégias de armazenamento implementadas,

escolheu-se quatro problemas exemplo. O primeiro exemplo foi um problema de
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adveccao em um campo de escoamento rotacional. Nesse exemplo foram utiliza-
das malhas estruturadas e os graficos de speedup e eficiéncia apresentaram maiores
valores para estratégia EDE na maior parte dos casos. Em relagao ao tempo de

processamento, os melhores tempos foram obtidos pela estratégia CSR.

O segundo problema apresentado foi o problema do cone em rotacao e o terceiro
foi um problema de adveccao e difusao com solucao conhecida. Ambos foram testa-
dos utilizando dois tamanhos de malhas nao-estruturadas. Os graficos de speedup e
eficiéncia para os dois exemplos apresentaram um comportamento atipico, uma vez
que, boa parte do valores obtidos envolviam speedup superlinear e é claro eficiéncia
acima de 1. Também nesses casos o tempo de processamento da estratégia CSR. foi

O Imenor.

O quarto problema foi uma equacao diferencial parcial eliptica de 2* ordem.
Diferente dos outros trés exemplos, esse problema foi resolvido utilizando o método
dos gradientes conjugados, sendo executado em dois tamanhos de malha estruturada.
Assim como no primeiro problema, os gréaficos de speedup e eficiéncia apresentaram

maiores valores para a estratégia de EDE, seguida da estratégia CSR.

Em relacao aos valores de speedup e eficiéncia obtidos, concluiu-se que os exem-
plos executados em malhas nao-estruturadas obtiverem valores bem maiores que
aqueles em exemplos de malhas estruturadas. Isso sugere que, se os elementos de
uma malha nao-estruturada nao forem enumerados mantendo uma certa sequéncia,
as vantagens proporcionadas pelos niveis de memoria cache podem nao ser bem

aproveitadas.

Como nao é possivel comparar as estratégias de armazenamento entre si utilizan-
do como referéncia o speedup e a eficiéncia, resta apenas comparar os valores obtidos
no tempo de processamento de cada estratégia. A estratégia CSR foi a mais rapida
em todos os testes realizados. No entanto, a estratégia EDE pode ser classificada
como aquela que melhor adequou-se ao processo de paralelizacao, por apresentar
maiores valores de speedup e eficiéncia na maior parte dos casos, comparada com seu

proprio caso sequencial.

Um aspecto importante a ser considerado diz respeito a precisao da técnica de
paralelizagao empregada. Foi verificado que o ntimero de iteragoes de cada problema
exemplo e o residuo a solucao foram exatamente os mesmos dentro da precisao

estabelecida, independentemente do nimero de processadores, das estratégias de
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armazenamento e do método de solucao do sistema linear. Vale lembrar que o estudo
de prova e correcao de algoritmos paralelos é ainda recente e uma das maneiras
mais simples para validar um algoritmo paralelo é obter rigorosamente os mesmos

resultados dos algoritmos sequenciais equivalentes.

Como trabalhos futuros, sao sugeridos implementagoes de pré-condicionadores
para o algoritmo GMRES, e gradientes conjugados. Em relacao ao pré-processamento,
utilizar a versao paralela do METIS, denominada ParMETIS. Estender os concei-
tos apresentados no presente trabalho aos casos tri-dimensionais, a equagoes mais

complexas e a problemas envolvendo mais de 1 grau de liberdade por né.
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