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MétodosIterativosNãoEstacionários
Métodos baseados nos Espaços de 
Krylov

● Introdução

● Método dos Gradientes Conjugados (CG)

● Método do Resíduo Mínimo Generalizado
(GMRES)

● Método das Direções Conjugadas à
Esquerda (LCD)



Introdução

● Características: 
– São método diretos na sua essência, mas na prática são usados

com métodos iterativos. Portanto a solução aproximada depende
de uma tolerância pré-fixada.

– A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b não são alterados durante o processo iterativo

– depende de critérios de convergência relacionados a matriz dos 
coeficientes A.

● Objetivo: 
– transformar o sistema Ax=b em um problema de minimização do 

resíduo ||rk|| = min ||b-Axk||

● Complexidade:  
– em torno de n2 por iteração.



Introdução

● Os Métodos baseados nos espaços de Krylov
representam a classe de métodos mais usadas em
Dinâmica dos Fluidos Computacionais

● Idéias Gerais:
– xk = x0 + yk é uma solução aproximada de Ax = b, onde:
– yk Є Km = span[r0, Ar0, A2r0, … , Ak-1r0]
– r0 = b - Ax0

● Principais Operações:
– Produto Matriz-vetor:  y=Ax (matvec)

– Produto Escalar r = y.x (dot)

– Adição de uma constante vezes um vetor com um vetor y = y+ax
(SAXPY)



Método dos Gradientes Conjugados

● A simétrica, definida positiva:
– aij=aji e para todo v Є Rn vtAv > 0 e v=0, vtAv = 0 

● Ax=b → Encontrar o único ponto de mínimo de 
uma “função erro”

● x solução aproximada
● r = b – Ax  resíduo da aproximação x
● Função erro: f(x) = ½rtA-1r

– Para todo r, f ≥ 0 e se x sol. exata f(x)=0 
– f(x) = ½(b-Ax)tA-1(b-Ax)
– f(x) = ½xtAx – btx + ½btA-1b



Método dos Gradientes Conjugados
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Método dos Gradientes Conjugados

Ponto de mínimo de f(x)

Solução Ax=b

f(x)

( )f x Ax b r

r representa a direçãodemaior descida

∇ = − = −
⇓

f’(x)



Método da Menor Descida ou
Método dos Gradientes

( ) ( ) ( )

( )

1 0 0 0

1
1 0 0 0 0 0 0

1

1 1
1 1 0

1 0

( )

1 1
( )

2 2
( )

0 ( )

( )
( ). ( ). 0

0

t t t

t

x x r mesma direçãode r

f x x r A x r b x r b A b

df x
pontodemínimo

d
df x dx

f x f x r
d d

r r

α

α α α

α

α α

−

= +

= + + − + +

=

= ∇ = ∇ =

=

(a) x0=(-2,-2)t calculando o próximo passo na direção de maior descida
(b) encontrar o ponto que intercepta as duas superfícies que minimiza f 
(c) Parábola que intercepta as duas superfícies
(d) r1 (Gradiente em x1) é ortogonal a r0



Método da Menor Descida ou
Método dos Gradientes

Detalhes do Processo iterativo



Método da Menor Descida ou
Método dos Gradientes
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Método Gradientes Conjugados

● É possível escolher n  direções ortogonais e linearmente
independentes v0, v1, …, vn-1 e, por meio da minimização da
função f(xk +αvk), em cada uma das direções
separadamente, construir uma sequência de aproximações
que forneça o mínimo de f(x) após n passos.

● Por indução: 

● Assim, quando j=n-1:

● Portanto xn é o mínimo de f(x)

( )
1 1( ). 0 0,1,2, , ( )i

j j if x v para i j r v+ +∇ = = ⊥L

( ). 0 0,1,2, , 1n if x v para i n∇ = = −L



Método Gradientes Conjugados

● Encontrar o conjunto de vetores LI v0, v1, …, vn-1. 

● Em cada passo j, encontrar α que minimiza f(xj+αvj)

• As direções vj são LI e ortogonais com relação a A 
(vj

tAvi=0 para i≠j, vj
trj0 para todo j)

• Pode-se mostrar existe uma combinação linear entre vj
e rj:
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Método Gradientes Conjugados

1

1

2

1 2
2

1 1 1 2

0t
j j

j j j

t
j j

t
j j

t
jj j

t
j j j

v Av

v r v

r Av

v Av

rr r

r r r

β

β

β

+

+

−

− − −

=
= +
⇓

= −

⇓

= =

Algoritmo do CG (Mét. Direto)

0 0 0

2

2

1

1

2

1 2
2

2

1 1

0, 1

j

t
j j

j j j

j j j

j

j

j j j

n

v r b Ax

Para j n faça

r

v Av

x x v

r r Av

r

r

v r v

Fim

x solução exata

α

α
α

β

β

+

+

+

+ +

= = −
= −

=

= +

= −

=

= +



Método Gradientes Conjugados
Exemplo
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● Para um código em
Octave (ou MatLab) 
a solução perde
precisão para valores
de n ≥ 250

Critério de Parada



Método Gradientes Conjugados
Algoritmo Iterativo do CG
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● Número de operações:
– 1 matvec

– 3 saxpy

– 2 dot

(complexidade ≈ n2)

● Armazenamento:
– 3 vetores

– 1 Matriz



Exemplo Numérico
(SOR x CG)
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Exemplo Numérico
(SOR x CG)

wotimo=1.3

Tolerância = 10-7

N=10, M=10, k=10

N=100, M=100, k=100



Exemplo Numérico
(SOR x CG)
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Métodos de Projeção (Breve Definição)

Definições:
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● A escolha do vetor y define as restrições impostas para avançar
no processo iterativo



Métodos de Projeção (Breve Definição)

Espaços de Krylov
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● Os métodos baseados nos espaços de Krylov se diferenciam pela
escolha do espaço de restrições



Métodos de Projeção (Breve Definição)

● Métodos de Projeção Ortogonal
– Matriz dos coeficientes simétrica
– Exemplo: 

● Método dos Gradientes Conjugados

● Métodos de Projeção Oblíqua
– Matriz dos coeficientes não-simétrica
– Exemplos:

● Método do Resíduo Mínimo eneralizado (GMRES)
● Método dos gradientes bi-conjugados estabilzados (Bi-CGSTAB)
● Método das direções conjugadas à esquerda (LCD)

m m=KL

m mA=L K



Método do Resíduo Mínimo Generalizado
(GMRES)

● Proposto por Yousef Saad (1986)
● Objetivo: 

– Minimizar a norma do resíduo do sistema x = min 
||b-Axk||. Considerando x0 solução inicial uma solução
aproximada xk é dada por: 

xk = x0 + z
onde z é um vetor do espaço de Krylov
Kk = span{r0, Ar0, A2r0, …, Ak-1r0}

0 2
min kx x

b Ax
∈ +

−
K



GMRES –Montagem da base ortonormal
de Kk

Processo de Gram-Schmidt
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GMRES –O problema de Minimização em
Kk

O problema de minimização em Kk foi transformado
em um problema de minimização em Rk.
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GMRES –Algoritmo Inicial
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GMRES –Cálculo de Ĥk
Algoritmo QR – Rotação de Givens
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Algoritmo GMRES
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i-ésima iteração:

● nº de operações:
– 1 matvec

– i saxpy

– i dot

● Armazenamento:
– i vetores

– 1 Matriz A

– 1 Matrix Hk (i+1)xi

● Complexidade:
– O(i n) + O(i3) + 

O(matrix-vetor)≈
O(n2) 



GMRES - Restart

● Cada iteração do Método GMRES é muito cara.

● Para torná-lo viável computacionalmente é adotado o 
processo de reinicializar a formação dos vetores da base 
a cada k iterações. 

● Supor k=20:
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Algoritmo GMRES com Restart
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i-ésima iteração:

● nº de operações:
– 1 matvec

– k saxpy

– k dot

● Armazenamento:
– k vetores

– 1 Mat A

– 1 Mat Hk (K+1)xK

● Complexidade:
– O(k n) + O(k3) + 

O(matrix-vetor)≈
O(n2) 



Método das Direções Conjugadas à
Esquerda (LCD)

● Inicialmente apresentado por Yuan, Golub, Plemmons
and Cecílio (2002→2004).  

● Catabriga, Coutinho and Franca (2004) introduziram
restart apresentando comparações com GMRES, Bi-
CGSTAB e TFQMR para formulações de elementos
finitos.

● Dai and Yuan (2004) introduziram um novo algoritmo
(limitação de memória e 1 produto matriz-vetor) 
usando formulações de diferenças finitas.

● Catabriga, Valli, Melotti, Pessoa and Coutinho
(2006) avaliaram o novo algoritmo para equações
lineares e não lineares usando o método de Newton 
inexato.



LCD - Introdução

● Definição: Os vetores p1, p2, …, pn Є Rn são chamados
vetores de direções conjuadas à esquerda (LCD) de 
uma matriz real não singular A se:

isto é,

onde

● P é Linearmente Independente

●
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LCD – Descrição do Método

● x* solução de Ax=b e                                 vetores de 
direções conjugadas à esquerda, 

● seja x0 aproximação inicial

●

Como calcular αi ?
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LCD – Descrição do Método

● x* solução exata r=0, portanto r é ortogonal a todo
pi: 
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LCD – Algoritmo inicial
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● Como obter o conjunto
de direções conjugadas
à esquerda?



LCD – Cálculo do Conjunto {pi}

● É possível demonstrar a existência de uma relação de 
recorrência entre {p1, p2, …, pk} e rk para calcular pk+1:

● Sabendo que
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LCD – Cálculo do Conjunto {pi}
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LCD – Algoritmo (versão p)
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● Em cada iteração k são
realizados k+1 produtos
matriz-vetor.

Algoritmo Ineficiente!
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LCD – Algoritmo (versão pq)
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k-ésima iteração:

● nº de operações:
– 1 matvec

– K+2 saxpy

– k+2 dot

● Armazenamento:
– 2k vetores

– 1 Matriz A

● Complexidade:
– O(k n) + O(k2) + 

O(matrix-vetor)+…≈
O(n2) 



LCD – Algoritmo (versão pq com 
restart)
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- cada iteração:

● nº de operações:
– 1 matvec

– K+2 saxpy

– k+2 dot

● Armazenamento:
– 2k vetores

– 1 Matriz A

● Complexidade:
– O((k+2) n) + O(k2) + 

O(matrix-vetor)+…≈
O(n2) 
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GMRESxLCD

2k vet
1 Mat

k+2k+21LCD(k)

K vet
1 Mat

H(k+1)xk

kk1GMRES(k)

memorydotsaxpymatvecPor
iteração



Experimentos Numéricos
(GMRESxLCD)
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Equação Convecção-Difusão

Formulação
Elementos Finitos

EBE

• k = 10(-7)

• ||β|| = 1 
• 64x64, 128x128, 256x256 e 

512x512  células considerando 4 
triângulos em cada célula



Experimentos Numéricos
(GMRESxLCD)

Resíduo Relativo - malha 64x64
GMRES(5)

LCD(5)

Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (IJNME, 2004)



Experimentos Numéricos
(GMRESxLCD)

Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (CMAME, 2004)

Relative residual - mesh 128 x 128



Experimentos Numéricos
(GMRESxLCD)

Fonte: Catabriga, Valli, Melotti, Pessoa and Coutinho, CNME, 2006

mesh 128 x 128
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Experimentos Numéricos
(GMRESxLCD)

Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (CMAME, 2004)
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