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= Métodos baseados nos Espacos de
Krylov

. Introducado
. Método dos Gradientes Conjugados (CG)

. Método do Residuo Minimo Generalizado
(GMRES)

. Método das Diregdes Conjugadas a
Esquerda (LCD)
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Introducao

. Caracteristicas:

- Sdo método diretos na sua esséncia, mas na pratica sdo usados
com métodos iterativos. Portanto a solugdo aproximada depende
de uma tolerdncia pré-fixada.

- A matriz dos coeficientes A e o vetor dos termos independentes
b ndo sdo alterados durante o processo iterativo

- depende de critérios de convergéncia relacionados a matriz dos
coeficientes A.

. Objetivo:

- transformar o sistema Ax=b em um problema de minimizagdo do
residuo ||r.|| = min ||b-Ax,]|]|

. Complexidade:

— em torno de n? por iteragdo.
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Introducao

. Os Métodos baseados nos espagos de Krylov
representam a classe de métodos mais usadas em
Dindmica dos Fluidos Computacionais

. Idéias Gerais:
~ Xy = Xg * Y, € uma solugdo aproximada de Ax = b, onde:
- v« € K, =span[ry, Arg, A%ry, ..., AKlry]
- r'o = b - AXO
. Principais Operagoes:
~ Produto Matriz-vetor: y=Ax (matvec)
— Produto Escalar r = y.x (dot)

- Adigdo de uma constante vezes um vetor com um vetor y = y+ax
(SAXPY)
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.2 Método dos Gradientes Conjugados

. A simétrica, definida positiva:
- a;=a;; e para fodo v € R"v*Av >0 e v=0,v'Av=0

. Ax=b — Encontrar o Unico ponto de minimo de
uma "funcdo erro”

. X solugdo aproximada

. r=b - Ax residuo da aproximagdo x

. Fungdo erro: f(x) = zrfAlr
— Para todo r, f >0 e se x sol. exata f(x)=0
- f(x) = 3(b-Ax)tA-Y(b-Ax)
- f(x) = 3x'Ax - b'x + 3btA-lb




.2 Método dos Gradientes Conjugados

X, =min_ . f(x) tq
Ax,=b

f(x):%xtAx— Bx+% b A I

Exemplo: \




- Método dos Gradientes Conjugados
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Ponto de minimo de f(x)
Solugdo Ax=b

f (X) = AX— b=-r
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I representaadirecao de maior desci



Método da Menor Descida ou
Método dos Gradientes

X, = % +ar, (mesmadirecaodgyr
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2,-2)' calculando o préximo passo na diregdo de maior descida
) encontrar o ponto que intercepta as duas superficies que minimiza f
©  Pardbola que intercepta as duas superficies

@ r, (6radiente em x,) é ortogonal a r



>+ Método da Menor Descida ou

Método dos Gradientes
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Detalhes do Processo iterativo



o Método da Menor Descida ou

““IMétodo dos Gradientes

Calculo de a:

i =0

(b- Ax,,) =0

(b= A(x+ar)) r=0
t'r —ar'Ar =0

_ ritri
AT

Atualizacdo do Residuo:

X=X +ay
b— Ax,, = b- A x+ay)
i =1 — AT

Algoritmo do Método dos
Gradientes:

Dadosx =0, A b Nmax tol conhecid
r,=b
Repita parai=0, 1, 2;--
v=Ar
it
a= A
AL
Xi+1 = )ﬁ t ar
[ =6 — AT

Atérr <tolou i= Nmax




2| Método Gradientes Conjugados

E possivel escolher n diregdes ortogonais e linearmente
independentes v, vy, ..., V1 €, por meio da minimizagdo da
fungdo f(x, +av,), em cada uma das direcdes
separadamente, construir uma sequéncia de aproximagoes
que fornega o minimo de f(x) apds n passos.
Por indu¢do:
1) — = __ - \
Of (x,,,).V) =0 para i=0,1,2;- ,j ¢,,0V ]

Assim, quando j=n-1:
[Jf(x,).v =0 para 1=0,1,2;-- n- 1

Portanto x, € o minimo de f(x)



Metodo Gradientes Conjugados

Encontrar o conjunto de vetores LI vy, vy, ..., V1.
Em cada passo j, encontrar a que minimiza f(x;+av;)
X, = Xj + O’Vj
As diregdes v, sdo LI e ortogonais com relagdo a A
(v{'Avi=0 para izj, v;'r,0 para todo j)

Pode-se mostrar existe uma combinagdo linear entre v,
er:

J —
Vi =1 5V,

U

j+1

Vi =1 :Hr H2
=00 =0, ), = i

t
[a =1 —aAV,,, V; AV




Metodo Gradientes Conjugados

Vi, Av =0 Algoritmo do CG (Mét. Direto)
Via =1 + BV, Vo =l =b—Ax
U Para |=0,n—1faca
t
__NAY, _ Hr |
v, Av VAV
X =X +av
U r,, =1, —aAv,
2
|l
2
ot I i
rjt 1rj_1 r 2 +1 J+1 IBV
2 Fim
X solucao exata




Metodo Gradientes Conjugados

“ Exemplo

Considere o sistema Ax=b onde:

1 4 1|x

41 __Xl_
X

1 4__xn_

g

6

6

L 5_

= x=]

Critério de Parada

Hrj H <tol ou
2

U

Il
T2 < tol
b,

Ir Hi <tol?|p|’

. Para um cddigo em

Octave (ou MatLab)
a solugdo perde

precisdo para valores
de n > 250



Metodo Gradientes Conjugados
Algoritmo Iterativo do CG

Dados x =0, Al Nmax e tol
V,=1I,=Db
_ 2 _ - / ~
a-novo - Hr0H2’ 50 - a-novci | = 0 Numero de Oper\agoes:
Enquanto < Nmax & _,> t6d, fac
p = Av - 1 matvec
g = Fnovo - 3 saxpy
vip — 2 dot
Xja =X +ay
=T —ap, (complexidade % n?)
J\/elho = 5novo .
: . Armazenamento:
Jnovo = ‘rj+1 2
5 - 3 vetores
p= Oyeiho — 1 Matriz
Vi =l t BY,
j=]+1
Fim




Exemplo Numerico
(SOR x CG)
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Supor f(x y ) tq u( x yX= Ttk x1) ¢

Considerando MDF noespacoenotempo
AUt =BU+ F k=0,1,2;-

A:matriz pentadiagonal CDS

Fonte: Relatério do aluno Vicente Bissoli Sessa (Métodos Numéricos I - 2006/2)




Exemplo Numerico

(SOR x CG)

.07
.05
.05
.04
.02
.02
0.01

N=10 M=10 k=10

[z]

CRANE-HNICOLSCH
Tempo = 1.0
iy 3, 130 Solucao Exata

Suceszive OVer Ralaxaticn (ESCR)
Gradientes Conjugados (GC)

Wo‘rimo:1°3

Tolerancia = 107

CRANE-NICOLSON
Tempo = 1.0

M=100, N=100, E=100 Balfaan Beata

Sucessive OVWer Balaxation (SCR)
Gradienktes Conjugados (GC)

(=)

.07
<08
05
.04
L0z
L0z
.01

Lt I s e e Y e i s}

N=100, M=100, k=100




.+ Exemplo Numerico
“(SOR x CG)

100 m SOR 700001 @ SOR
| 60000+
50000-
40000+
30000-
20000-
10000+

CPU(seg) Iteragoes

N=100, M=100, k=100
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~* Métodos de Projecdo (Breve Definica

Definicoes:
Xyy=%+$ Solugcdoaprox Ax Db
K"=spa ¥, V-, Y. Espacodebusca
£"=spar{ W, W+, W.,}  Espacode restrica
V=[V, V.| based&”

Yo

sOK" = s=[y, V-, ¥ {/1 onde @O

| Y
X=X +Vy= yL"
A escolha do vetor y define as restrigoes impostas para avangar
ho processo iterativo
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Metodos de Projecao (Breve Definica

Espagos de Krylov

KM(A V) = spar{ v Ay Ay--, R }v

Xn =%t Oa( AV

Oni(A =G+ GAF GA+ -+ ¢ K

Oa(AV=(G+ G A A+t g, RY) v
=CcV+GAV+ CAw. ..+ ¢ K'v

:[V,AV,,C%V,---,A]_l\Z' Cl = Ve x= x+ Ve GX

. Os métodos baseados nos espagos de Krylov se diferenciam pela
escolha do espago de restrigoes




X Métodos de Projecéo (Breve Definica

. Métodos de Projecdo Ortogonal £ =K"

- Matriz dos coeficientes simétrica
- Exemplo:
. Método dos Gradientes Conjugados
. Métodos de Projecdo Obliqua 2™ = AX™
- Matriz dos coeficientes ndo-simétrica

- Exemplos:
. Método do Residuo Minimo eneralizado (GMRES)

. Método dos gradientes bi-conjugados estabilzados (Bi-C6STAB)
. Método das diregdes conjugadas a esquerda (LCD)




2+ Método do Residuo Minimo Generalizado
“(GMRES)

. Proposto por Yousef Saad (1986)
. Objetivo:

— Minimizar a norma do residuo do sistema x = min
||b-Ax,||. Considerando x, solugdo inicial uma solugdo
aproximada X, € dada por:

Xk=Xgt+ Z
onde z € um vetor do espago de Krylov
Kk = span{r,, Ar,, A%ry, ..., A¥lro}

min, e+ = A,

xI]xo+f<k




2+ GMRES —Montagem da base ortonorme
“de K«

Processo de Gram-Schmidt

f
ul —_0
Irol AU, =U, H,
Parai=1,--,k faca
L~Ji+1 = AL{ _/821 /831 /Bkl /8k+ 1,1_
Para j=1,--,i faca G| B - B Bas
s a| - A B..
ﬂi+1,j - l4t+1uj H = H 3H . :k3 k: L3
- o~ _ k - . . .
ui+1 - L‘+1 ,8|+1j q lgk,k—l /Bk+1,k—1
Flm J HGkH 18k+1,k
U Uy
Ui = — ) -
ui+1
Fim i H, :matriz de Hessemberg superior

ordem kx( k+1)

Uk = [ul’ U,, -, q(]




2+ GMRES —O problema de Minimizagao €

k k
2= yy  parayI0* (DK [b- A%+ 3= b Ag- A »/4
i=1

=1
=|r, —AU,Y|

= U&= U HY
=|Ura(e- Ho)|

e={|g]. 0. ,(}t com(k+ 1) termo

r,=U,,e pois

U, = o eU,, € umabasedé™
E =15 o- Af=|e- H §
U
min_ . [bo— Ay + 2| = minymkH e H Y

U k+1

O problema de minimizacdo em KX foi transformado
em um problema de minimizagdo em RX,




v GMRES —Algoritmo Inicial

Dadosx, A h K tol :

r=b - Ax
p=li, w=1, k=0 !
H,y =€ onde
Enquantop > to] b, ek Kmax fac 3 _
k=k+1 hll hl2 hlk—l h:k
.., = Ay HﬁzH hzz hzk—1 hzk
Para j=1,---,k faca HG3H hz,k—l hsk
= Gt M= R
ﬂk+1 = l~J|<+1 - hjk U hk—l,k—l hk—1,k
Fim | (% —
hl<+1,k = l~Jk+1 2 | ‘ L~Jk+1 |
U, = u%k 1 U
+1{|2 —
H y=7¢€, onde
e=(|r].0:--,0) ST
min kHe_ Hk YH h.'l.l t‘lz bk ?
" i W h21 o h2k = S
p=le- Hol, Hy = | B
Fim k - _
hkk q

X =% tUy - - -




-2+ GMRES —Calculo deH,
Algoritmo QR — Rotacao de Givens

I__Ik =G,G, - GGH, sz =G,H,, onde
e=GG,-GGe G, =G(c, 9)
h | _
L8 0. o = hi+h,
. . . . . h
_ j ;
G, =|0 C g ¢ s
0 -S C 0 -s ¢
: : GH, = 1
0 0 0 1 |
hu h, - h1k—1 h, _ i
..h@l_a Ny, o e Iy _ﬁl h, h,
e Myey Ty h, h,,
M= : HE=| gl g
Mevr P :
hk’k_li hkk h|<+1 k
i Lo )
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Algoritmo GMRES

Dados A b Imax tal x O
E:toIHbH2 i=1

u=b-Ax e=[y p=Y, p=e

Enquantop > ¢ e kK Imax faca

U, = AY

(Ortogonalizacdode Gram Schmi:

Para j=1,.--,i faca
h; = l-ft+1LI
U,=Y,~ hi Y

Fim |

Ny =Yl

_ U
Ui+1 - I% N
+1]

(Alg oritmo QR
Paraj=1,--,i—-1

hy =Gh +$0,
N =-S5 + ¢

Fim j

r= \/hii2 + hili
="/
5=/

h=r (h, =0.0)
81=7%¢
8=Ge
P =184
i =i+1
Fim i
I=i-1
Paraj=1i,---,1
€ - Z h| Y
y. = 1=j+1
| h
Fim j
X=2 YU
j=1

i-ésima iteracdo:
. n° de operagdes:
- 1 matvec
- 1 saxpy
— idot
. Armazenamento:
- i vetores
- 1 Matriz A
- 1 Matrix H, (i+1)xi
. Complexidade:
- O@in)+0O(i3) +

O(matrix-vetor)=
0(n?)



. GMRES - Restart

. Cada iteracdo do Método GMRES é muito cara.

. Para torna-lo viavel computacionalmente é adotado o
processo de reinicializar a formagdo dos vetores da base
a cada k iteracoes.

. Supor k=20:
Dados A b x Dac_osA D X
::Lh,uz’...,uzo] :.LE’UZ’HO’UZO]
y:(yy Yors yzo) & (yl, Yo yZO)

20
X20=X0+Zyjq 40 20 Zyl




Algoritmo GMRES com Restart

Dados A b Imax tal x 0, k r=h?+h%, i-ésima i’rer‘agﬁo:
g=tol|y, 1=1 _h ~
Renita 0= . n° de operagdes:
P h., /
L _ _ _u _ =
=100 A o=y bs Ve PTe L —on ~ 1 matvec
Enquantop>¢ ek k faca e, =-se ok saxpy
Uiy = Aq e =¢e
(Ortogonalizacdode Gram Schmjd p:\qﬂ\ _ k dot
Para j=1,---,i faca iZi+1
hy = U —_ . Armazenamento:
 BaTHamhY = — k vetores
Fim | Para j=1,---,1
h+1j=q+12 e_Zhl - IMGTA
_ ui+1 = I=j+1
Uy = Aﬂj Yi = h, — 1 Mat Hk (K"‘l)XK
(Alg oritmo QR Fim | . .
Paraj=1,--,i-1 x=zi:y.u. * CompleX|dade.
hy =G +$h, o - O(k n) + O(k3) +
iy =-§K +¢hy =1+l O(matrix-vetor)=
Fim | Até p<e el= Imax O(nz)




. »+ Método das Dire¢bes Conjugadas a
““Esquerda (LCD)

. Inicialmente apresentado por Yuan, Golub, Plemmons
and Cecilio (2002—2004).

. Catabriga, Coutinho and Franca (2004) introduziram
restart apresentando comparacoes com GMRES, Bi-
?GSTAB e TFQMR para formulagoes de elementos

Initos.

. Dai and Yuan (2004) introduziram um hovo algoritmo
(limitagdo de memoria e 1 produto matriz-vetor)
usando formulacdes de diferencas finitas.

. Catabriga, Valli, Melotti, Pessoa and Coutinho
(2006) avaliaram o novo algoritmo para equacoes

!inear'es e ndo lineares usando o metodo de Newton
Inexato.




“< LCD - Introducao

. Definigdo: Os vetores p;, p,, ..., p, € R"sdo chamados
vetores de diregdes conjuadas a esquerda (LCD) de
uma matriz real ndo singular A se:

pAp =0 parai< j
pAp 20 parai= |
isto €,
P'AP= L (matriz triangular inferio}

onde P=[p, p,, ]
. P é Linearmente Independente

- xOO"=>x=x+> ap
=1




.2 ILCD - Descricdo do Método

. X* solucdo de Ax=be P :[ STH T pn] vetores de
diregoes conjugadas a esquerda,

xO0"= x=%+> ap
i=1

. Seja X, aproximagdo inicial

AX* =D
><*=><O+Zn:aiﬂ b A ;
- r=b-Ax-> a Ap
A(’%"’Zaﬁ pj:b -
- 0 r:ro_zaiApi
AX = Ax + Y a; Ap =

= Como calcular a. ?



.2 ILCD - Descricdo do Método

. X* solugdo exata r=0, portanto r é ortogonal a todo
Pi: t

i n




~* LCD — Algoritmo inicial

Dados A b X,&, Kmax
"Escolhd{ p p-, B
L, =b—Ax
p=|r], k=1 . Como obter o conjunto
Enquanto p>| b, e k Kmax fa de diregoes conjugadas
Pl a esquerda?
P AR,
Xk = Xk—l t ak pk
e =T ~AADR,
P =i,
k=k+1
Fim k

a,




£ LCD - Célculo do Conjunto {

. E possivel demonstrar a existéncia de uma relagdo de
recorréncia entre {p;, p,, ... P} € . para calcular p,,;:

Pess =N+ 2 BB
. Sabendo que - Z

PpiAR., =0 O j=1,- k

Pess = e+ B+ B Py
P AR = B AL+ 5,8 Ap+ 5, QAQJ“ -+ B i?APZO:%Bl PAF- 'pAr

0

P AR = BAL+ 5,8, AR+ B, B Ap+---+ B, i@Ap=0=>ﬁ19Ap/»’ ‘P AF- 'py

P AR = BAL+S A AR+ + B, RAR =0= B B Ap+-+ 5 R AR=— R Ar




~ 2 LCD - Célculo do Conjunto {{

SistemaTriangular Inferior

AR Bl | dA
p;Apl @AQ :8.2 _ QAJ‘

PAR HAR - RARILA] | P A
U
Supor{ p, R, P} einicializando,g = ,r
Parai=1,---,k faca
- plt Ap<+1
Pl AR
pk+1 = pk+1+/8i pl
Fim i




LCD — Algoritmo (versao p)

Dados A b ¥,&, Kmax
fh =b = Ax, p:Hr0H2
Escolha p tq p Apz0
k=1
Enquanto p>¢| ), e k Kmax fa
= Pl
P AR,
X = Xea T AP
e =T — QAP
Prs1 = T

Parai=1,--,k faca

a,

- — pltAp(+l
g P AR
pk+1 = pk+1+18i p
Fim i
p=[rl,
k=k+1

Fim k

. Em cada iteragdo k sdo

realizados k+1 produtos
matriz-vetor.

Algoritmo Ineficientel

Supor
O = AR
_ Pl
Pi G
Inicilizando q,, = Ap,,;, ho loop

_ Py

pIq
P = P T 50
AP.i = ARt B AR
ks = G T B0

ay



a e

%

Dados A b X,&, Kmax
h=b-Ax o=,
Escolha p tq p Ap#z0
g = Ap k=1
Enquanto p>¢| b, e k Kmax fa
= Pl

PGk
X = Xer T O, Py
e =T =AUy
pk+l = rk qk+1 = Apk+l
Parai=1,--,k faca

ay

__ POy
s pig
Pers = Pt B R
qk+1 = qk+1+18iq
Fim i
p =l
k=k+1
Fim k

LCD — Algoritmo (versao pq)

k-ésima iteracdo:

. n° de operagdes:
- 1 matvec
~ K+2 saxpy
~ k+2 dot

. Armazenamento:
- 2k vetores
- 1 Matriz A

. Complexidade:

— O(k n) + O(k2) +
O(matrix-vetor)+...
O(n?)

~N
~N



LCD — Algoritmo (versao pg com

restart)

Dados A b X,&, Imax k
r=b-Ax p=|i,

Escolha ptq p Ap20 ( p= ¥

| =1
Repita pi+1 =T q<+1 = Ap<+1
- Para j=1,---,i faca
g = Ap 1=1 J t C
Enquanto p>¢| b, e ¥ k fac B =- pjtqﬂ
tp P;q
Cri: ptI p|+1=n+1+ﬁjg
piq qi+1=q+1+ﬂjq
X=X+a p Fim |
A o=l
i=i+1

Fim |
p,=r (OU B = R.y)

| =1 +1
até p< ¢4, ou I> Imax

- cada iteracdo:

. n° de operagdes:
- 1 matvec
~ K+2 saxpy
~ k+2 dot

. Armazenamento:
- 2k vetores
- 1 Matriz A

. Complexidade:

— O((k+2) n) + O(k3) +
O(matrix-vetor)+...
O(n?)

224
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GMRESXLCD

Por matvec | saxpy dot memory
iteracdo
GMRES(k) 1 k k K vet
1 Mat
H(k+1)xk
LCD(k) 1 k+2 k+2 2k vet
1 Mat




Experimentos Numericos

(GMRESXLCD)

Equagdo Convecgdo-Difusdo

L.0u - .(kOu) =f
_ IBX _ kX O
o5 ok,

k = 10¢-7)

[Bl] =1

64x64,128x128, 256x256 e
512x512 células considerando 4
triangulos em cada célula

Formulagdo
Elementos Finitos

EBE
N

Kv

= f.0
0.7a

025 w =10

Y

i




Experimentos Numericos
(GMRESXLCD)

[ T
LCD(3)
e GMRES(3) -——

\.'l'\
*,
le-10 | , i
\'.
'\‘\\\

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 300

GMRES(H)
Residuo Relativo - malha 64x64

Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (ITNME, 2004)




(GMRESXLCD)

GMRES(1) ——

I I I I
LCG(1l) —
GMRES(S) —— LCD{5) ——-
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Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (CMAME, 2004)
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500 -

Experimentos Numericos

Time

B GMRES(1)
@ LCD(1)

[0 GMRES(5)
@ LED(5)

B GMRES(10)
W LCD(10)

B GMRES(20)
W LCD(20)

B GMRES(40)
H LCD(40)

B GMRES

0 LED

Niter mesh 128 x 128

Fonte: Catabriga, Valli, Melotti, Pessoa and Coutinho, CNME, 2006




Experimentos Numericos
(GMRESXLCD)

90-
80- I GMRES(1)

B LcD(1)
70- 0 GMRES(5)
60+ O LED(5)
501 Il GMRES(10)
40- H LCD(10)

B GMRES(20)
30-

O LED(20)
20 B GMRES

O LED

Mwords
mesh 128 x 128

Fonte: Catabriga, Coutinho, Franca (CMAME, 2004)




