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Leandro Colombi Resendo

Junho/2004

Orientador: Maria Cristina Rangel

Programa: Informaética

O Problema Quadrdtico de Alocag¢do, PQA, foi estudado utilizando uma abor-
dagem algébrica através de uma relaxacao linear, o Problema de Aloca¢do Linear,
PAL. A utilizacao dessa abordagem se deve ao fato de existir na literatura o Teo-
rema das Inversoes demonstrado por Rangel em [Ran00] que associa o custo de uma
solucao do PQA ao numero de inversoes de sua correspondente linear no PAL. Des-
cobrir quais solucoes lineares sao viaveis para o PQA é uma tarefa extremamente
dificil devido ao niimero de solucoes lineares ser bem maior que a niimero de solu¢oes
quadraticas. Neste trabalho construimos uma matriz que armazena informacoes de
solucoes lineares capazes de gerar solugoes quadraticas. Combinando esse mapea-
mento com o Teorema das Inversdes apresentamos um algoritmo construtivo que
gera solucoes iniciais de boa qualidade. A grande vantagem dessa matriz é que seu
custo computacional e gasto de memoria sao baixos. Propomos também uma versao

paralela deste algoritmo.
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The Quadratic Assignment Problem, QAP, was studied using an algebraic ap-
proach through a linear relaxation, the Linear Assignment Problem, LAP. The rea-
son for this approach is the Inversion Theorem demonstrated by Rangel [Ran00]. In
this theorem, the cost of QAP solution is associated to the number of inversions of
its linear correspondent. To find out which linear solutions are QAP feasible is very
difficult because there are much more LAP solutions than QAP solutions. In this
work we construct a matrix that stores information of LAP solutions that are able
to generate QAP solutions. Using together the concepts of this mapping and the
Inversion Theorem, we present a constructive algorithm that generates good initial
solutions. The great advantage of this matrix is the low cost of computational time
and memory. A parallel version of this algorithm is also proposed and implemented

in this work.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Problema Quadratico de Alocacao

A primeira apresentacdo do Problema Quadratico de Alocagao (PQA) foi dada por
Koopmans e Beckmann [KB57] em 1957, quando definiram um modelo matemético
para analisar problemas de producao envolvendo recursos indissociaveis. A partir
de entao, muito pesquisadores se dedicaram ao PQA tanto na parte tedrica quanto
na aplicagdao pratica. Aplicagoes importantes deste modelo sao encontradas nos
problemas de Lay-Out ou problemas de arranjo fisico. Formulando este problema
com grafos, temos definidos dois grafos completos (cliques Ky e Kp) com as arestas
valoradas pelos fluxos entre as atividades economicas e distancias entre as locali-
dades. Em linhas gerais, esse problema é a alocagao de n facilidades a n localidades
com o objetivo de minimizar o custo dessa alocacao, sendo esse custo definido pelo

somatorio dos produtos das distancias pelos fluxos.

O PQA possui muitas aplicacoes as quais podemos citar um trabalho sobre design
de painéis de controle e teclados por Pollatschek et al. [PQRT76]; o balanceamento
de turbinas hidraulicas por Laporte e Mercure [LM88]; estudo da otimizagao de cir-
cuitos impressos por Steinberg [St61]. Uma particularizagao do PQA é o conhecido
problema do caixeiro viajante que tem uma estrutura especial para as matrizes de

Fluxo e Distancia.

O Problema Quadratico de Alocacao pertence a classe de problemas NP-Hard,
demonstrado por Sahni e Gonzalez [SG76]. Para mensurar sua dificuldade vale

dizer que os problemas testes de ordem superior a 25 ainda sdao considerados de



grande porte e os de ordem 30 ou mais, permaneceram insoliveis otimamente por
décadas, como a Nug30, Kra30a, Kra30b e outros disponiveis na QAPLIB. Estes
foram resolvidos usando algoritmos exatos baseados no método de branch and bound,

por Anstreicher et al. em 2000 [ABGLOO].

Na literatura encontramos alguns artigos publicados na década de 60 que servi-
ram de estimulo para o surgimento de novas pesquisas. Entre esses precursores pode-
mos citar Lawler [La63] que foi um dos primeiros a formular o problema quadratico
de alocagao como um problema de programacao linear, e Gilmore [Gi62] que intro-
duziu um limite inferior para o custo das solucoes 6timas do PQA. Esses provavel-

mente foram grandes entusiastas de muitas pesquisas.

Ainda podemos citar textos importantes na literatura que sao dedicados ao PQA:
a edigdo do primeiro livro exclusivamente sobre PQA, de Pardalos et al. [PRW94],
contendo artigos sobre limite inferior, complexidade computacional, aproximacoes
heuristicas e generalizacoes sobre o problema; mais recentemente Burkard e Cela
escreveram um survey sobre o PQA publicado em [BCPP98|; atualmente um dos
textos de referéncia para o PQA é o livro de Eranda Cela [Ce98]; e um survey
comentado contento quase todas as publicacoes relacionada ao PQA de Abreu et al.
[ABLO04].

Além dos citados é importante registrar os textos que tiveram uma influéncia
direta na parte algébrica deste trabalho que sdo a tese de doutorado de Abreu [Ab84],
seguida do trabalho de Querido [Que94| e mais recentemente a tese de doutorado

de Rangel [Ran00] e o relatério técnico [Ran01].

1.2 Formulacoes

A seguir vamos mostrar a primeira formulacao apresentada por Koopmans e Beck-
mann [KB57] para o PQA. Essa apresentagao é basicamente uma associagdo um-
a-um entre os elementos do conjunto das permutacdes da matriz X = (z;;) de

dimensoes n X n, com o objetivo de minimizacao.

minzzzzazjbmﬂ?ikﬂﬁjz, (1.1)

i=1 j=1 k=1 I=1



sujeito a

n
Y ay=1 1<j<n, (1.2)
=1
n
Y my=1 1<i<n, (1.3)
j=1

onde z;; = 1 se a facilidade ¢ for alocada na posi¢ao j e z;; = 0 caso contrdrio. As
restricoes 1.2, 1.3 e 1.4 obrigam que a alocacao de uma facilidade seja unica por

localidade.

A formulagdo linear apresentada por Lawler [La63] foi feita usando a introducao

de varidveis bindrias vy = TiTj e custo ¢ = a;by obtendo assim a seguinte

formulacao:
n
min Z CijkiYijkls (1.5)
t,5,k,0,=1
sujeito a
n
 zx=1, 1<k<n, (1.6)
i=1
n
d zw=1, 1<i<n, (1.7)
k=1
n
Z Yijkt = 712; (1.8)
irj k=1
Tik + Tji — 2Yijp > 0, 1 <4,5,k,0 <n, (1.9)

onde z;; = 1 se a facilidade ¢ for alocada na posicao j; z;; = 0 caso contrdrio; e
Yijkr = 1 se as unidades 7 e j sao alocadas em £ e [, a0 mesmo tempo. O problema

dessa formulacao é o grande aumento do nimero de varidveis e de restrigoes.

O modelo usado nesse trabalho, que faremos uma apresentacao mais detalhada
no préximo capitulo, apresenta uma solucao na forma de permutacoes. Burkard e

Stratmann [BS78] apresentaram o PQA dado da seguinte forma:

n

Z(p = (pl\é[%lli s Cij(p(i)cp(j)- (110)
LI=

Os custos da fun¢do objetivo sdo apresentados, segundo o contexto econéomico dado

por Koopmans e Beckmann, pelo produto fijdyg,;) tal que 1 < ¢ < j < n, II,



é o conjunto de todas as permutagoes ¢ de Q, = {1,...,n} e F= (fi;) e D= (d,,)
sao matrizes do fluxo e da distancia respectivamente. Mais recentemente temos
as seguintes publicagdes utilizando esse modelo, Abreu et al. em 2002 [ABQGO02],
Hasegawa et al. em 2002 [HIAIO2|, Boaventura-Netto em 2003 [Boa03] e Rangel e
Abrel em 2003 [RA03]. Outras formulacgoes para o PQA podem ser encontrados no
livro de Cela [Ce98|.

1.3 Métodos de Solucao

Os estudos apresentados até hoje se dividem em dois grupos bésicos: algoritmos
que apresentam solucgao exata (ou étima) e algoritmos heuristicos (ou de solugoes

sub-6timas).

Para o desenvolvimento de ambos os métodos estd embutido o estudo de limites
inferiores. O desempenho dos algoritmos de solucao 6tima, em geral, trabalham com
métodos de enumeracao implicita que dependem diretamente da qualidade de seus
limites inferiores. Um exemplo disso é o método de branch and bound que neces-
sita de um bom limite inferior para obter desempenho satisfatério, sendo também
empregado em algoritmos heuristicos para teste da qualidade das solucoes. Dentre
os limites mais conhecidos, temos o de Gilmore [Gi62] e Lawler [La63] por serem
mais simples e de baixo custo computacional, porém sua inconveniéncia estd no
fato de obtermos limites de baixa qualidade para exemplares grandes. Outro li-
mite de destaque para o PQA é o de Anstreicher e Brixius em 2000 [ABO1], que
desenvolveram um limite inferior para o PQA usando programacdo semidefinida e

programagao quadratica convexa.

Devido a complexidade da resolucao das instancias maiores que 25, para en-
contrar a solucao 6tima sao necessarias melhorias em algoritmos de programagao
matematica e a utilizacao de plataformas computacionais poderosas. Anstreicher et
al. em seu artigo [ABGLO0] apresentam a solucdo 6tima para a instancia Kra30b
usando uma técnica exata do tipo branch and bound com um novo limite inferior de-
terminado em [ABO1]. O tempo de computacdo necessdrio atingiu 182 dias usando
uma tnica estacao de trabalho. Os algoritmos exatos apresentam a desvatagem de
precisarem de muito tempo de processamento e um grande espaco de armazena-

mento em memoria. Estas complexidades justificam as pesquisas direcionadas a



algoritmos heuristicos que tenderam para a seguinte classificagao:

e algoritmos construtivos;
e algoritmos de melhoramento;
e algoritmos hibridos;

e algoritmos baseados na teoria dos grafos;

Nos algoritmos construtivos a solucao é construida passo a passo, em outras

palavras, as alocagoes sao feitas uma a uma, até que o arranjo esteja completo.

Algoritmos de melhoramento tem como caracteristica basica gerar aleatoriamente
uma solugao inicial, e com base nesta solugdo, realizar trocas sistematicas entre
as alocacgoes e avaliar os resultados. Uma heuristica que explora essa idéia é o
GRASP - Greedy Randomize Adaptive Search Procedures apresentada por Li et al.
[LPR94], que é dividido em duas fases, a construgao de uma solu¢io inicial aleatéria,
porém tomando alguns cuidados para gerar boas solugoes. Portanto, é exigido um
menor esfor¢co computacional na fase de melhoramento (busca local), aumentando

seu desempenho.

Os hibridos tem por caracteristica o fato de combinar estratégias de algorit-
mos 6timos e sub-6timos. Burkard e Stratman [BS78] propuseram um algoritmo
heuristico que usa o método de branch and bound para determinar uma solucao ini-
cial e um algoritmo de melhoramento que faz trocas sucessivas em pares de alocagoes

e para quando nao houver melhoria na solucgao.

Nao podemos deixar de citar ainda as meta-heuristicas que usam como es-
tratégias de melhoramento os fenémenos naturais. Dentre elas destacamos: o Si-
mulated Annealing, aplicado ao PQA por Burkard e Rendl [BR83]; o Algoritmo
Genético, que teve sua aplicagdo ao PQA por vérios pesquisadores, entre eles Tate
e Smith [TS94] e Fleurent e Ferland [FF94]; dentre as meta-heutriticas mais atuais
temos a técnica conhecida como Sistema de Colonia de Formigas, que foi aplicado
ao PQA por Maniezzo et al. [MCD94] e Gambardella et al. [GTD97].



1.4 Objetivos

O objetivo desse trabalho foi desenvolver uma heuristica que tivesse um critério
para gerar boas solucoes iniciais e com um custo computacional baixo baseado no
Teorema das Inversdes de Rangel [Ran00]. Apresentamos o problema e algumas
caracteristicas relevantes a esse estudo: apresentacao dos critérios de avaliacao das
solucdes iniciais; criagdo de uma estrutura para gerar essas solucdes, que é a parte
que contém a maior contribuicao tedrica desse trabalho; e finalmente a apresentacao
da heuristica desenvolvida para processamento em série e em paralelo, com alguns

resultados empiricos.

No 2° capitulo foi definido o Problema Quadratico de Alocagao utilizando a for-
mulagdo mais apropriada a esse estudo descrito em [KB57], e definido uma relaxacao
na forma do Problema de Alocagao Linear (PAL). A relaxacao se dd pelo fato do
conjunto de solucoes do PAL conter o das solucoes quadraticas para uma mesma
instancia. A dificuldade de se trabalhar com a relaxacao é reconhecer as solugoes
lineares que representam as solucoes quadraticas, isto é, as solucoes do PAL que sao
viaveis para o PQA. As vantagens da relaxagao sao vistas no capitulo seguinte, onde
é mostrado um critério de avaliacdo da qualidade das solugoes quadraticas baseado

no Teorema das Inversoes [Ran00], que serd discutido no capitulo 3.

No capitulo 4 é apresentado uma forma de gerar solucoes lineares que serao sem-
pre factiveis ao problema quadratico, isto é, sempre existirao suas correspondentes
quadraticas. Uma vantagem que vale ser mencionada é o baixo custo computacional
para gerar essas solugoes e a pequena quantidade de meméria de armazenamento

exigida.

No capitulo 5, apresentamos a heuristica para processamento em série e em

paralelo, mostrando sua eficiéncia e alguns resultados obtidos para exemplares co-
nhecidos encontrados na QAPLIB [QAPLIB|.

Ao final, apresentamos as conclusoes e sugerimos trabalhos futuros que dao con-

tinuidade as idéias aqui discutidas.



Capitulo 2

Problema Quadratico de Alocacao
e sua relaxacao

Neste Capitulo iremos discutir o Problema Quadratico de Alocagdo (PQA)
e uma relaxacdo conhecida como Problema de Alocagdao Linear (PAL), onde
vamos definir alguns conjuntos de solucoes do PAL e mostrar suas propriedades

particulares.

2.1 Problema Quadratico de Alocacao - PQA

O Problema Quadréatico de Alocagao (PQA) inicialmente formulado por Koopmans
e Beckmann, em 1957 [KB57], tem como objetivo a alocagdo de n facilidades a n
localidades, duas a duas, com o objetivo de minimizar os custos. Aqui usaremos a
formulagao de Burkard e Stratmann [BS78] que apresentaram uma solu¢ao do PQA
na forma de uma permutacdao. O PQA pode ser visto como a sobreposi¢cao de uma
clique K valorada com as distancias entre as localidades sobre outra clique K, de

mesma dimensao, valorada com os fluxos, tendo a seguinte formulagdo matematica:
n

Zy = %li}n Z Jiglotiye(i), (2.1)
]

talque 1 <i < j < nell, é o conjunto de todas as permutagoes ¢ de Q, = {1, ...,n}.

Assuma o seguinte exemplo para as cliques Kr e Kp de dimensao 4 na Figura

2.1,



Kp

/ 11 /

Figura 2.1: Cliques Kr e Kp

representadas pelas matrizes F e D de fluxo e custo respectivamente

05 1 7 0 16 3 10
509 2 16 0 11 2
F=1190 3 e D=3 1 0 53
72 30 10 2 5 0

Admita uma sobreposi¢ao, como na Figura 2.2.

3
5x11 7x3
1x5
6 2 2x16 1®
9x2 3x10

10,

Figura 2.2: Sobreposicao das cliques

Esta sobreposicao é representada pela permutagao ¢ = , que é

1 2 3 4
3 2 4 1
obtida fixando a clique Kr e observando as posicoes dos nés da clique Kp. O custo

desta sobreposicao é definido explicitamente por

Z=5x114+1x54+7Tx3+9%x2+2x16+3x10=161

A estrutura das matrizes chama a atencao por suas caracteristicas, simétricas e
com a diagonal principal nula, o que facilita no armazenamento, podendo ser feito
em vetores F' = (f,) e D = (d,) de dimensdo N = C,, 5, y = 1,..., N que sdo gerados
pela ordem lexicografica das arestas das cliques Kz e Kp. Para isto contamos com
a bijecdo 1, que possui a seguinte definicao:

i(1 —2|— 1) + i

$(i, ) = (i = 1)n - (2.2)

tal que V(7,j) com 1 < i < j < n, tendo como imagem elementos y pertencentes ao
conjunto QY = {1,2,..., N}.



Exemplo 2.1 Para a Figura 2.1 temos que as maltrizes F' e D sao representadas

pelos vetores F=(5 1 7 9 2 3)eD=(16 3 10 11 2 5 ).

2.2 Problema de Alocacao Linear - PAL

Podemos definir um problema de Otimizacao onde estaremos buscando sobrepor as
arestas sem a preocupacao com os nos que as definem, com o objetivo de minimizacao
dos custos. Problema este que é conhecido como Problema de Alocacao Linear

(PAL), com a seguinte formulagdo matematica.

= Min Z fide, (2.3)

Eelly

tal que IIy é o conjunto de todas as permutacoes & de Q¥ = {1,....N}. Este
problema é considerado uma relaxacao linear do problema quadratico devido ao
fato de que o conjunto das solugdes do problema quadratico estd contido no das
solucoes do problema linear. Assim, partindo de uma permutacao ¢ € II, que

representa uma sobreposicao de nés das cliques Kg sobre Kp,

1 2 ... n
¢:<wa>ww - mm)
encontra-se a respectiva permutacao & € Il da sobreposicao de arestas das mesmas
cliques, através da bijecao 1:

_ ¥(1,2) (1, 3) Y(n—1,n)
f—(wwuxmm>wwaxma>n.wwm~»xﬂm»> (24)

A reciproca nem sempre é valida. Como o nimero de solugoes da alocacao de nés é
n! e o nimero de solucoes da alocacao das arestas é N!, temos solucoes do problema
linear que nao representam solugoes quadraticas. Quando isto ocorre dizemos que
a solugao £ é uma solugdo nao-vidvel do PQA. Para & ser dita uma solu¢do vidvel

deve existir ¢ tal que seja possivel escrever £ de acordo com a expressao 2.4.

Para representar as possibilidades de alocacao dos vetores F e D, considere a
matriz Q = F1 D. Diferente do PQA(F,D), encontrar a solucdo 6tima do PAL(Q) é
bem ficil, intuitivamente associamos a aresta de maior fluxo a de menor distancia,
sucessivamente, até que a aresta de menor fluxo seja associada a de maior diatancia.
Para isto basta ordenar os vetores F e D de forma ndo-crescente e ndo-descrescente

gerando respectivamente F~ e D%, e calcular o produto interno Z* = (F~, D").



Q|16 3 10 11 2 5 Q12 3 5 10 11 16
518 15 50 55 10 25 9 |18 27 45 90 99 144
11716 3 10 11 2 5 7|14 21 35 70 77 112
71112 21 70 77 14 35 o |10 15 25 50 55 80
9 144 27 90 99 18 45 316 9 15 30 33 48
2132 6 20 22 4 10 214 6 10 20 22 32
3148 9 30 33 6 15 112 3 5 10 11 16

Tabela 2.1: Matriz @Q e Q* para o exemplo proposto

Sendo Q* = (F~)T(D), temos assim a solu¢ao 6tima Z* coincidente com o trago
da matriz Q*, notada por Tr(Q*). Este é um limite inferior para as solugbes do
PQA(F,D), que raramente representa uma solugao para o mesmo, e analogamente,

obtemos um limite superior através da soma da diagonal secunddria da matriz Q*.

Exemplo 2.2 Para exemplificar, assuma a ordenacdo do exemplo proposto ante-

riormente,

F-=(975321)eDt=(2 3 5 10 11 16).

Nas tabelas das matrizes ) e @*, Tabela 2.1 em destaque, estao os elementos
1 2 3 45 6

6 1 2 5 4 3
ao limite inferior da instancia do PAL. Para simplificar a notagao podemos utilizar

de Q representados pela permutacao £ = , que corresponde
apenas as imagens das permutagdes, sendo assim, £ = (6 1 2 5 4 3 ) cujo
custo é igual a Z* = (F~, D) = 132.

2.3 Correspondéncia entre PQA e PAL

Ao longo do texto usaremos £ € Iy para representar uma solugdo do PAL(Q) e
p € II, para uma solucdo do PAL(Q*), onde p representa uma permutagao das
colunas de )*. Como existe uma correspondéncia entre () e Q*, isto é, entre £ e
p, devemos encontrar uma maneira de descobrir a permutacao £ que corresponde

a uma permutagao p dada. Para isso, basta armazenar em permutacoes auxiliares
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que denotamos por ¢r e ¢p, as trocas feitas nas posicoes dos vetores durante sua
ordenagao para F'~ e DT, respectivamente. Assim uma ¢(i) é a posigdo em que o
elemento esta apos a ordenagao do i-ésimo elemento nos vetores originais. Da mesma
forma temos que ¢~! é a posicio em que o elemento estava antes da ordenacdo do

i-ésimo elemento nos vetores originais.
As ¢’s correspondentes do exemplo sao:
¢_123456 ¢_123456
F=\362154)°??"\624513)
Tendo estas informagoes, a partir de uma p solugao do PAL(Q*), conseguimos a

correspondente ¢ solugao do PAL(Q) pela seguinte relagdo:

&= ¢Blopo¢p. (2.5)

Admita uma p como sendo o trago da matriz, 7r(Q*), que é a permutacdo iden-
123 456

tidade, entéuopz(1 93 45 6

). Fazendo uso da relagao, obtemos &, facil-

mente.
£=¢p opodp,
g_12345601234560123456
“\5 26 3 41 1 2 3 45 6 36 21 5 4)°
é__123456
~\6 1 2 5 4 3 )"

A £ encontrada é, como esperado, a permutacao apresentada no exemplo 2.2.

E claro que se tivermos de posse do £ e interessados em encontrar a p correspon-

dente, basta aplicar o inverso da relacdao 2.5, que é dada por:

p=dpokody. (2.6)

Ja sabemos que o universo das solucoes lineares é muito maior que o das solucoes
quadraticas. A seguir, definiremos uma forma de se reconhecer a factibilidade de
uma solucao linear em relagao ao problema quadratico , isto é, dada solucao represen-
tada pela permutacdo p € IIx queremos encontrar a solucao quadratica representada

pela ¢ € 11, correspondente a ela.
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Definigao 2.1 (Viabilidade) Sejam p € Ily, o vetor S, = (ffd;ru) ) ..f;,d:(N)) e
um par de cliques Kr e Kp, valoradas pelas coordenadas que determinam F~ e DT,

Se existe uma permutacdao ¢ € 11, de vértices de uma clique sobre outra, tal que

f’f_d:('r) = f¢;1(r)d¢51(p(r)) = fpldew) = fw—l(p)dw—l(ﬁ(p)) = fijdw, (2.7)

para r = 1,...N; (i) =k e p(j) = I; i,5,k,l = 1,...,n; dizemos que p é uma

solugdo viavel para o PQA(F,D), definido pelo par de cliques.

A aplicagao de gb;l e ¢51 na expressao 2.7 é para descobrir as posi¢oes originais

antes das ordenacoes dos vetores F e D.

A verificagdo da viabilidade é feita por um algoritmo que tenta associar a so-
breposicao das arestas a sobreposicao dos nés. Para isto utiliza-se de duas listas
Listal J e ListaK L que armazenam os nés que dao origem as arestas. A ListalJ
se refere ao dominio e a ListaK L, a imagem. A cada sobreposicao de arestas temos

duas possiveis sobreposicoes de nos.

ou

Figura 2.3: Combinagao de vértices

Isto pode ser representado matematicamente por:

[p(i) =k Ap(G) =1V [p(i) =LA @(j) = kI; Vi g, k, L€ {1,...,n}.

Para uma permutacao ser viavel a combinacao de arestas das listas ListalJ e
ListaK L deve ser compativel Vi = 1,..., N a uma sobreposicao de vértices definido

por uma ¢ € II,.

O algoritmo aqui apresentado foi desenvolvido por Rangel [Ran00] denominado
SolViavel.
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Algoritmo 1: SolVidvel

1: E=¢p opogr
2: Entrada: p, ¢ e ¢

3: fort =1, ... ,N do

4:  Listal J[t] < ¢¥~1(t)

5. ListaKL[t] < ¥~ 1(&(1))

6: end for

7.if Ap €1, ..., ntal que p(1) =p para as (n - 1) primeiras combinagoes then
& (1) «p

9: fori=2,..,ndo

10: [p(7) =1 # p] V [p(i) = k # p| para ListaK L[i — 1]

11: end for

12:  if ¢ construida possui todas as N combinagoes compativeis then

13: p é vidvel

14: else

15: p nao é viavel
16: end if

17: else

18:  pnao é vidvel

19: end if

Nos exemplos a seguir ilustraremos o algoritmo SolVidvel com a instancia apre-
sentada anteriormente onde temos n =4 e N = C,, = 6. Para facilitar a notagao
no restante do texto, doravante utilizaremos somente a imagem das permutagoes

para representa-las.

Exemplo 2.3 Admita a permutaciopr=(1 3 2 5 6 4 )€ 1.

O primeiro passo do algoritmo é a construgao da &, que é dado por:

& = ¢p' o pro¢r,
& =(526 341 )o(1 3256 4)0(362 15 4),
&§=(2 36 5 1 4).

Na Tabela 2.2 apresentamos a aplicacio da 1~! para construcio das listas
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Listal J e ListaK L bem como as combinagoes de vértices entre eles.

ListalJ ListaK L combinacoes de vértices
Pp7H(1) =(1,2) | $71(2) = (1,3) | (p(1) =1Ap(2) =3) V (p(1) =3Ap(2) = 1)
P71(2) = (1,3) | 7' 3) = (1,4) | () =1ApB) =4V (p(1) =4 p(3) = 1)
P (3) = (1,4) | ¥71(6) = (3,4) | (0(1) =3Ap(4) =4)V (p(1) =4 A p(4) = 3)
P7H(4) =(2,3) | ¥7I(5) = (2,4) | (0(2) =2Ap(3) =4) V (¢(2) =4 A ¢(3) = 2)
P7I(6) =(2,4) | ¥ (1) = (1,2) | (0(2) =1Ap(4) =2)V (p(2) =2Ap(4) = 1)
P (6) = (3,4) | ¥ (4) = (2,3) | (0(3) =2/ p(4) =3) V (¢(3) =3 A p(4) = 2)

Tabela 2.2: Tabela do exemplo 2.3

Note que por esta Tabela nao é possivel definir uma (1) que seja compativel

nas (n - 1) primeiras linhas, logo dizemos que p; é uma permutagdo nao-vidvel.

Exemplo 2.4 Sejapo=(5 1 4 2 6 3 )€l

Para este caso temos que & = (3 6 5 4 1 2 ), as construgdes das listas e

combinagoes sao representadas na Tabela 2.3.

ListalJ ListaK L combinacoes de vértices
(1) =(1,2) | p7IB) = (1,4) | (e(1) =1Ap(2) =4) V (p(1) =4 A p(2) = 1)
P71(2) = (1,3) | 71(6) = (3,4) | (0(1) =3Ap(3) =4) V (p(1) =4 A p(3) = 3)
P7I3) = (1,4) | ¥7I(5) = (2,4) | (e(1) =2Ap(4) =4) V (¢(1) =4 A p(4) = 2)
P7H(4) =(2,3) | ¥71(4) = (2,3) | (0(2) =2Ap(3) =3) V (¢(2) =3 A ¢(3) = 2)
P71(5) =(2,4) | v (1) = (1,2) | (0(2) =1Ap(4) =2)V (p(2) =2Ap(4) = 1)
P7H(6) = (3,4) | ¥71(2) = (1,3) | (0(3) =1Ap(4) =3) V (¢(3) =3 A p(4) =1)

Tabela 2.3: Tabela do exemplo 2.4

Observe que na Tabela 2.3 conseguimos definir ¢ = (4 1 3 2 ) nas (n — 1)

primeiras linhas, porém na quarta e sexta linhas encontramos incompatibilidades

fazendo com que py, mesmo sendo possivel montar uma ¢, seja uma permutagao

nao viavel.

Exemplo 2.5 Sejaps=(2 1 4 5 6 3 )€ .
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A correspondente do PAL(Q) é &3 =(3 6 5 2 1 4), as listas e combinagoes

dos vértices estao na Tabela 2.4.

ListalJ ListaKL combinacoes de vértices
(1) =(1,2) | p7IB) = (1,4) | (e() =1Ap(2) =4) V (p(1) =4 A p(2) = 1)
P71(2) = (1,3) | 71(6) = (3,4) | (0(1) =3Ap(3) =4) V (p(1) =4 A p(3) = 3)
p7I3) = (1,4) | ¥7I(5) = (2,4) | (e(1) =2Ap(4) =4) V (p(1) =4 A p(4) = 2)
p7H(4) =(2,3) | ¥71(2) = (1,3) | (0(2) =1Ap(3) =3) V (¢(2) =31 ¢(3) =1)
Pp7I(6) =(2,4) | v (1) = (1,2) | (0(2) =1Ap(4) =2) V (¢(2) =21 p(4) =1)
P7H6) = (3,4) | v (4) =(2,3) | (p(3) =2 0p(4) =3) V (p(3) =3 A p(4) =2)

Tabela 2.4: Tabela do exemplo 2.5

Note que nas (n — 1) primeiras linhas construimos ¢y = (4 1 3 2 ), a mesma
do exemplo 2.4, e como no restante da Tabela 2.4 nao é apresentado nenhuma

incompatibilidade, p3 é dita uma permutacao viavel para o PQA.

2.4 Pseudo-Viavel

Para facilitar o entendimento e a escrita deste texto faremos a seguir uma definicao

dividindo a permutacao p € Iy em duas partes.

Definicao 2.2 Dado um nimero natural n, considere N = Cpo e p € Iy uma
permutagdo. Chamaremos os (n — 1) primeiros elementos da p de cabega e o0s

N — (n — 1) restante dos elementos de cauda.

Como vimos, os exemplos 2.3 e 2.4 mostram permutacoes p; e ps ambas nao-
vidveis, porém por motivos diferentes. Em 2.3 a resposta da condicional da linha 7 do
algoritmo é falsa sendo portanto, p; nao-vidvel. No exemplo 2.4 foi possivel construir
uma permutagao de vértices ¢ € II,, usando as (n — 1) primeiras linhas, porém nas
linhas restantes foi detectado incompatibilidade fazendo com que a solucao p, do
problema linear seja considerada nao-vidavel para o PQA dado que a condicional

da linha 12 é falsa. Estes fatos nos levam a definir um novo conjunto de solugoes
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consideradas interessantes para este estudo. Sendo assim, definiremos formalmente

o caso do exemplo 2.4, que serd chamado de pseudo-viavel.

Definigao 2.3 Seja p € Iy solugio do PAL(Q*). Se for possivel construir uma
permutacao ¢ € 11, utilizando a cabeca da permutacdo p, diz-se que p é Pseudo-

Viavel para o PQA(F,D).
Com esta definicdo aumentamos consideravelmente nossa capacidade de busca.

Propriedade 2.1 O numero de elementos do conjunto das solugoes pseudo-vidveis

é dado por n![N — (n — 1)]!.

Prova: O nimero de solugoes viaveis é n! que é dado de forma simples pelo niimero
de solugbes do PQA(F,D). Seja p € IIy uma solugdo vidvel para o PQA(F,D) sendo
assim, a cabeca da & correspondente é capaz de construir uma solucao quadratica
¢ € II,,. Fixando a cabega da &, isto é, as (n — 1) primeiras componentes, podemos
permutar as N —(n—1) componentes finais (cauda) gerando desta forma [N —(n—1)]!
pseudo-viaveis. Pelo principio fundamental da contagem temos que o nimero de

pseudo-vidveis é n![N — (n — 1)]. O

Seguindo esta definicao temos que os exemplos 2.4 e 2.5 sao ambos pseudo-vidveis
gerando a permutagao de vértices ¢ = (4 1 3 2 ) onde a cabega da permutacio
das arestas dada por £(1), £(2) e £(3) sao respectivamente 3, 6 ¢ 5. Como vimos para
cada permutagao vidvel temos [N — (n — 1)]! permutagoes pseudo-vidveis. No nosso
exemplo com n = 4 o nimero de pseudo-viaveis para cada solucao viavel é 6, sendo
esses elementos justamente as permutacoes dos elementos da cauda da permutacao

vidvel.

Para o exemplo citado destacamos em negrito os elementos da cabega da per-

mutagao e com sublinhado os elementos da cauda:

1. Permutacao Viavel

&§=(3 65 21 4),

p1=¢poogp
4
) :

-
o
ot ot
N D
SN——

w N

123456 1
365 1 4)°\ 4

(1
p1 = 6

o
= |

345 6
4 51 3
3 45 6
4 5 6 3

N N DN
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1 23456
2'52_(365241)’
(123456
2=\214653)"
1 23456
3'53_(365412>’
(123456
=\5 1426 3)"
1 23456
4'54_(365421)’
(123456
= 5146 23)"
1 23456
5'55_<365124)’
(123456
= 61425 3)"
1 23456
6'§G_<365142)’
(123456
=\6 1452 3)

Assim é possivel dividir o conjunto de solugoes lineares em trés conjuntos da
seguinte forma: Nao-Viavel, Pseudo-Viavel e Viavel. Sendo que os conjuntos
Nao-Viavel e Pseudo-Viavel sao disjuntos e o conjunto das solucoes Viaveis esta

contido no conjunto das solucoes Pseudo-Vidveis.

Como nosso objetivo é o PQA iremos considerar para esse estudo todo o conjunto
das Pseudo-Viaveis. Desta forma aumentamos consideravelmente a possibilidade de
encontrar solugoes lineares capazes de gerar solucoes quadraticas. O universo de
busca, passa de um espaco de ordem ]’\1,—', para W O primeiro quociente da a
razao entre o niimero de solugoes viaveis e o de solugoes lineares. A segunda relag ao

quantifica a razao entre o niimero de pseudo-viaveis e o nimero de solucoes lineares.
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Capitulo 3

A base tedrica

teorema

Neste Capitulo apresentamos um resultado exibido em [Ran00] e [RA03] conheci-
do como Teorema das Inversoes, que tem por objetivo afirmar que as solucoes lineares
do PAL(Q*) que fazem parte do conjunto das livremente comparéveis tem seu custo
Z, (onde Z,, = (F~, p;(D7))) associado ao nimero de inversdes da permutacao p.
Baseado nesse teorema podemos gerar solucoes de boa qualidade para a heuristica

que sera apresentada no capitulo 5.

As demonstracgoes dos teoremas, lemas e proposicoes desse capitulo estao apre-
sentadas no anexo. Pois optamos por uma forma de apresentacao que conduzird o

leitor ao entendimento da teoria.

3.1 Teorema da Ordenacao Parcial Livre

Sejam F'~ e DT vetores de ordem N tal que F~ é a ordenacdo néo-crescente do
vetor de fluxo F' e DT é a ordenacao nao-decrescente do vetor distancia D. Além
disso, considere p(D") como a imagem da aplica¢ao p no vetor DT e os produtos
escalares Z, = (F~,p1(D%)) e Z,, = (F~, p2(D%)) que representam os custos de
duas solugoes do PAL, onde p1, po € Iy permutacdes do conjunto QY = {1,..., N}.

Fazendo Z, — Z,, obtemos:

N N N
_ — 7+ — 0t —( 7+ +
I =2y =) fidhy =D frdpy =) fi [y —dpy) (1)
t=1 t=1 t=1
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Com relacgdo aos valores p;(t) e po(t) podemos particionar o conjunto Qy =

{1,..., N} da seguinte forma:
o Py ={teQ/pi(t) — p2(t) < 0}, termos nao-positivos em 3.1;
o Pp={t' € QN /pi(t') — pa(t') > 0}, termos nao-negativos em 3.1;
o Po={t"e QN /pi(t") — pa(t") = 0}, termos nulos em 3.1;

Sendo possivel eliminar os elementos de Pp em 3.1, pois d,, ) — dp,my = 0,

reduzimos a equacao 3.1 a

Zpy = Zpy= Y Ji gy = di) + D Fi () oy — diyo). (3-2)

tePy t'ePp
E chamado de Particdo Canoénica a insercdo de termos simétricos de cada
fator-diferenca em cada parcela da equagao 3.2 de modo que nao haja alteragdao no

seu resultado, obtendo assim:

2(t)—p1 (£)—1

p
Zo=Zp =3 07 Y (i~ dhgr)t

tePy i=0
p1(t')—p2(t')—1
DIR D DI Ol arn) (3.3)
t'ePp =0
1 23456 1 23456
Exemplo 3.1 Considere p; = e py =
16 5 2 43 325 14°6€6

Analisando os valores de p;(t) e pa(t) para t € {1,...,6}, observamos que:

o pi(l) —p2(l) =1-3<0;
e p1(6) — p2(6) =3 -6 <0;
e pi(2) —p2(2) =6—-2>0;

e p1(4) —p2(4) =2—-1>0;
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® pi(3) —p2(3) =5-5=0;

o p1(5) = pa(5) =4 —4=0.

Entao temos a seguinte parti¢cdo das permutacoes Py = {1,6}, Pp = {2,4} e Pp =

{3,5}. Representando na equagao 3.2 obtemos a seguinte expressao

Zoy = Zpy =f1 ( p1(1) d;(l)) + ff;(d;(6) o d;(e))"‘
Fo (dyy ) = dpyio) + fi (4, 4y = dj )

(3.4)
Substituindo os valores de p;(t) e po(?),
Zpy = Zpp, =T (df —d3) + fo (d —dg)+
fy (dg —d3) + fi (d5 — df),
(3.5)
e inserindo os termos simétricos de cada fator-diferenca em cada parcela,
Zpy — Zpy =fr (df —d3 +d3 —di)+

fo(dy —df +df —df +df —df)+

f5(df —df +df —df +df —di +dj —di)+

fi (d3 —df).
(3.6)

Conseguimos assim a Particao Canonica para p; e ps do exemplo 3.1.

Lema 3.1 Na particdo canonica de Z,, — Z,, temos que

p2(t)—p1(t)—1 p1(t")—pa(t')—1

- Z Z (d:l(t)‘F’i +z+1 Z Z (d;rl(t’)*j - djz(t’)*jfl)'

tePn t'ePp
Além disso, o valor absoluto de cada fator diferenca do primeiro membro corresponde

a um fator-diferenca do sequndo membro e reciprocamente.

20



A prova desse lema, explora o fato de
+ + ) —
> (@ — dp) = 0.
teQn
Dai particionamos os indices ¢ € {2y nos subconjuntos Py, Py e Pp tal que a uniao
deles seja 2y. Como d,, (1) — d,,) = 0 para t € I}, podemos igualar as somatorias

com indices em Py e Pp.

Introduzindo os termos simétricos da Particao Canonica, o valor da expressao

nao se altera e assim atingimos a equagao objetivo do Lema 3.1.

Para entender a segunda parte do Lema, devemos analisar a expressao objetivo
do mesmo. Observamos que Vi € Py e i € {0,...,pa(t) — pi(t) — 1} existe um
t'ePpejed0,...,pi(t) — po(t') — 1} tal que

pi(t) +i=pi(t) —j—Llep(t) +i+1=pi(t) —J.

Para melhor visualizagdo dessa segunda parte do Lema, faremos uso do exem-
plo 3.1, dividindo os termos da Particao Candnica pelos indices na ordem em que

aparecem:
(1) —1[(df —dy)+(dy —df) +(df —df)+ (df —df)+ (df —dg)] = t=1,6;
(1) (dg —d3)+ (df —df) + (df —df)+ (dy —d3)+(d —di) = t' = 2,4
— (i) = ().

Sendo assim ilustramos

—dt

_|_
- (d p(t)+i+1

p(t)+ ) = (dy

o(t')—j

gt
dyy—j-1):
Dada a equagao 3.3 da particao canonica, sejam as seguintes definicoes: para as

+ —
p1(t)+i

Yondet € Pyei=0,...,p2(t) — p1(t) — 1 e para as parcelas da parti¢ao

parcelas da parti¢do candnica cujos valores sdo ndo-positivos temos N} = f; (d
+
d o
A . . ~ ~ . ,] _ — + - +
canonica cujos valores sao nao-negativos temos Pj = f, (d o1 (#)— d oa(t')— j—l) onde

tIEPPejzoa"'apl(tl)_p2(t,)_1'

(t)+i+1

Pelo Lema 3.1 para todo elemento N! existe um correspondente Pt],, assim
podemos definir uma bije¢do B tal que B(N}) = Pg; para todo t € Py; 1 =
0,...,p2(t) —p1(t) = 1; ¢ € Pp; j =0,...,p1(t') — po(t') — 1. Através da construcao
de B identificamos os pares ordenados (¢,t') com t € Py e t' € Pp, e dado que os
fatores-diferenca da expressao 3.3 sao simétricos, podemos coloca-los em evidéncia

obtendo a seguinte expressao:
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(fe - ftT)(d;_l(t)+i - d;(t)+i+1)‘ (3.7)

p1(t)-1
=0

p2(t)—
Zy = Zpy = Z

tePyn

Exemplo 3.2 Compy = (1 6 5 2 4 3)ep=(3 2 5 1 4 6) doe-
zemplo 3.1 vimos que Py = {1,6} e Pp = {2,4}. Construimos a sequinte bijecio

B. Que estd na Tabela 3.1

N P B t,¢)
NP = fr(df —dy) | Py = fy (dg —dg) | BNY) = P} | (1,4)
Ni = fi(dg —d3) | Py = fy (dy —dj) | BNY) = P3| (1,2)
Ng = fo(df —df) | P§=fy (df —df) | B(Ng) =P} | (6,2)
Ng = fo (di —d3) | P3 = fy (d5 —d3) | B(Ng) =Py | (6,2)
Ng = fo (d§ —dg) | PP = fy(dy —df) | BING) =P | (6,2)

Tabela 3.1: Construcao da bijecao

Note que na grande maioria das vezes a bijecao S nao é tunica pois pode exis-
tir repeticdo do fator-diferenca (df — d;). Nesse caso poderfamos optar por outra

constru¢do da correspondéncia entre Nj — PJ.

Seja C(Z,) ={Z, = (F~,p(D"))/p € Iy} conjunto dos custos de um PAL(Q").
Definimos que Z,, e Z,, sao livtemente comparaveis quando 7, < Z,, ou Z,, <
Z,, independentemente das coordenadas dos vetores F'~ e Dt (notaremos por Z,, <
Zyy OU Zyy <y Z,,). O teorema a seguir fornece instrumento para descobrir se dois

custos de um PAL(Q*) sao livremente comparaveis.

Teorema 3.1 Teorema da Ordenacao Parcial Livre - TOPL: Temos Z,, <,
Zyy (Zpy <1 Z,,), s€ € somente se, existir uma bijecdo 3 tal que B(N}) = Ptj,'; t € Py;
tePp;i=0,....,000) —p1(t) =1 ej=0,...,01(t') — po(t') — 1 capaz de induzir

o par ordenado (t,t"), comt <t'(t' <t), Vt € Py e Vt' € Pp.

A prova deste teorema explora o fato dos vetores F~ e D% serem ordenados,
possibilitando afirmar que Z,, <; Z,, apenas observando os indices ¢t € Py e t' € Pp.

Maiores detalhes da demonstragao esta no anexo.
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Assim pelo Teorema da Ordenacao Parcial Livre podemos estabelecer uma relacao
de ordem (“ <; ”) entre o elementos do conjunto C(Z,), produtos escalares, resul-

tando em um poset (C(Z,), <;).

Para estabelecer uma relagao entre uma permutacao e seu custo seja a seguinte

funcdo f que associa cada elemento do conjunto IIy a um do conjunto C(Z,)

p— Z, = (F~,p(D")). (3.8)

Através desta fungao f podemos estabelecer uma relagao de ordem também para

o conjunto IIy, dada pela relacao:

pi <1 pj < f(pi) <i f(pj),
tal que f(p) = Z,.

Acabamos de definir um poset (Ily,<;) compativel com o poset (C(Z,), <;).
Assim para duas permutacoes serem chamadas de livremente comparaveis, estas
devem pertencer ao poset (Ily, <;). O grafo de comparabilidade [Ran00] do poset
(Iy, <) é o grafo Gri, = (IIy, M), onde M = {(p;, p;) € Un x ln/pi <; pj,i,7 =
1...N}

3.2 Teorema das Inversoes

Uma inversao em p € Ily é caracterizada pelo par (p(i), p(7)) tal que p(j) < p(%)
com i < j; 4,7 € Q. Para contar as inversoes de uma permutacio p, considere I(p)
como sendo o conjunto dos pares das inversoes e |S(p)|, a cardinalidade de (p),

como o nimero de inversoes de p.

Exemplo 3.3 Assuma a permutacio p=(4 1 2 3 6 5 ), temos que X(p) =

{(4,1),(4,2),(4,3),(6,5)} e [S(p)| = 4.

O grafo G, = (IIy, W), tal que W = {(p,, ps) € II,, x I/ ps € obtido de p, pela
troca de pares de elementos adjacentes com |I(ps)| — |S(pr)| = 1}, é dividido por

niveis que indicam o nimero de permutacoes. Tal grafo é iniciado pela permutacao
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identidade no nivel 0 e o ltimo nivel é dado pela permutacao reversa, rev = (N, N —

N(N-1)

I,N —2,...,1), que possui exatamente ==

+ 1 inversoes. Este grafo definido
serd chamado de Grafo das Inversoes, conhecido como Permutaedro, Vernet et
al. [VRA95]. Este grafo é o Grafo de Comparabilidade do poset (Ily, <) onde a
relagao p, < p, é valida se (p,, ps) € W. Vale salientar que os nés do grafo sao todas
as permutagdes de QY = {1,2,..., N}, por tanto todo algoritmo de constru¢io desse

grafo é ordem O(N'), o que torna invidvel sua constru¢do para N grande.

Lema 3.2 Sejam p1,p2 € lIn. Se (p1,p2) eW = Z, <, Z,,

O Lema 3.2 nos afirma que se fizermos uma troca de pares de elementos adja-
centes em p; e gerarmos a permutagao po, entao essas permutacoes sao livremente

comparaveis.

Como conseqiiéncia direta do Lema 3.2 temos que o Grafo de Comparabili-
dade Gy, do poset (Ily,<) esta contido em Gp;y, grafo de comparabilidade do

poset(I1y, <;) que representa todas as permutagdes livremente compardaveis.

Para exemplificar mostraremos o grafo G;,,, na Figura 3.1, para N = 4, mas
tendo em mente que este grafo nao representa nenhuma instancia do PQA pois nao
existe n pertencente ao conjunto do niimeros naturais tal que C, » = 4. Se tentarmos
representar graficamente um PQA com n = 4 teriamos N = 6 o que nos da um grafo

de 720 nos, tornando invidvel sua representacao grafica.

Teorema 3.2 Sejam p; e p; vértices do grafo Gip, ligados por um caminho de arcos

em W. Tem-se |3(p;)| < [S(p;)|, se o somente se, Z,, <; Z,..

A demonstracao do Teorema 3.2 pode ser feita pelo método da inducao. Para
vértices pertencentes a W que possuem um nivel de diferenca, ja foi provado pelo
Lema 3.2. Basta supor verdadeiro para m — 1 niveis e provar, por transitividade,
que é valido para os m niveis, quando considerado m o comprimento do caminho p;

entre e p;.

Com esse novo conjunto de permutagoes livremente comparaveis dado pelo Teo-

rema 3.2 define-se um novo grafo que é o fecho transitivo de Gy, = (I, W) e serd
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Figura 3.1: Grafo das Inversoes G;,, para N =4

notado por Gip, = (Ily, W), onde W é a unido de W com os demais arcos resul-

tantes da transitividade, ou seja, se existe um caminho entre p; e p; entao existira

o arco (pi, pj)-

O objetivo agora é estender esses resultados para todas as permutagoes livre-

mente comparaveis, iniciando com as permutagoes de um nivel de diferen(;a no

grafo. Para isso defina o conjunto de arcos tal que W' = {(p;, p;)/Z,, <1 Z,; e
IX(pi)| — |S(pj)| = 1}, definindo o grafo G, = (IIy,W’). Note que W C W'
portanto, temos que G, C Gl C GLiy.

Lema 3.3 Sejam p; e py duas permutagées tais que ||S(p1)| — [S(p2)|| = 1 entdo

VA

o € 2y, sao livremente compardveis, se e somente se, p1 e py diferem entre si de

dois elementos.

Observe que o Lema 3.3 inclui os arcos (py, p2) € W resultantes de trocas de
elementos adjacentes da permutacdao. A demonstracao da condi¢do necessdria do
Lema, pode ser feita por contradi¢ao utilizando duas permutacoes que diferem de
mais de dois elementos, e a suficiente, com a aplicagao da expressao 3.2 nos conjuntos

unitarios de Py e Pp.
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A Figura 3.2 ilustra o grafo G}, para N = 4. Aqui destacamos as arestas que

pertencem ao conjunto W' — W

—

(5]

Figura 3.2: Grafo das Inversoes G}, para N =4

Lema 3.4 Sejam pi e po € lIn. Se (p1, p2) € W' entao Z,, <, Z,, .

Este lema é semelhante ao Lema 3.2 e no anexo estd demonstrado por con-
tradicao.

Teorema 3.3 Sejam p; e p; vértices do grafo G, ligados por um caminho de arcos

em W'. Tem-se |S(p;)| < |S(p;)|, se e somente se, Z, <; Z,..
P Pj pi pj

A demonstragdo deste lema é andloga ao do Teorema 3.2, considerando neste

caso que os arcos pertencem a W'

Assim como foi definido o grafo ij\,,, podemos agora devido ao Teorema 3.3,

definir o fecho transitivo de G, = (IIy, W') notado por 6;; = ([Iy, ﬁ/\’), tal que

mnv

W' é a uniao de W' com os demais arcos resultantes da transitividade.
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Com a construcao desta cadeia de grafos, Gy, C G

ine © GlrLiy, fol possivel

enunciar o Teorema das Inversoes que é o objetivo principal desse Capitulo.
Ele nos afirma que dado dois vértices p; e p; pertencentes a Gr;, dizemos que eles
sao livremente comparaveis e a permutacao que tiver o menor nimero de inversoes
também terd o menor custo. Quando consideramos dois vértices quaisquer p; e
p; € lly, isto é, em todo o conjunto das permutacoes, podemos dizer que existe
uma grande probabilidade dessas permutacdes possuirem seus custos diretamentes
proporcionais ao seus nimeros de inversoes. O estudo estatistico que nos levou a
essa conclusao foi feito por Rangel [Ran00] em sua tese de doutorado. A formulagao
do Teorema das Inversoes é dada da seguinte forma:

——
!

Teorema 3.4 Sendo o grafo G, o fecho transitivo de G',, = Iy, W') e Gri, =

inv inv

—

(Iln, M) o grafo de comparabilidade do Poset (I, <;). Tem-se que G, = Griy.
A demonstracao do Teorema das Inversoes, assim como as outras demonstracoes

desse capitulo, deixamos para o anexo.

Para melhor visualizacao do Teorema das Inversoes, utilizaremos o exemplo da
Figura 2.1, no capitulo 2, para construir a Tabela 3.2. Tal Tabela consta em suas
colunas o nivel em que a permutagao se encontra no Grafo das Inversoes, o nimero
de permutacoes em cada nivel e a média dos custos de cada nivel. Nesta Tabela,
como ja era previsto, o crescimento da média dos custos das permutacoes em cada

nivel é proporcional ao crescimento do nivel a que pertencem.

Tomando o mesmo exemplo do capitulo 2, temos que a solucao 6tima do PQA é
p=(4 3 1 2)comcustoigualal43ep=(2 1 3 6 5 4 ) € Iy corres-
pondente a ¢. Nota-se que p pertence ao nivel 3 do grafo, confirmando o Teorema
das Inversoes, isto é, p possui baixo nimero de inversoes. Sendo assim, procurar
¢ € Il,, que possuam p correspondente com baixo niimero de inversoes pode ser uma,

boa estratégia para a busca da solucao 6tima do PQA.
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nivel | ndmero de permutagées no nivel | média dos custos
0 1 132.0000
1 ) 136.4000
2 14 143.2857
3 29 152.5172
4 49 163.8163
) 71 176.4789
6 90 189.9667
7 101 204.0396
8 101 218.3564
9 90 232.6333
10 71 246.5070
11 49 259.6939
12 29 271.6207
13 14 281.5000
14 ) 289.0000
15 1 294.0000

Tabela 3.2: Tabela de médias de custos para cada nivel do Grafo das Inversoes
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Capitulo 4

O reconhecimento das solucoes
lineares viaveis para o PQA

4.1 Construcao da matriz Head()

J& sabemos reconhecer, pelo algoritmo SolVidvel, se uma dada solucdo do problema
linear é viavel ou nao para o problema quadratico. Diante da resposta afirmativa
é possivel construir uma permutacao de vértices compativel com PQA. No entanto,
este algoritmo seria de pouca utilidade se tivermos que enumerar todas as solugoes
lineares para reconhecer as viaveis para o PQA, que é o objetivo do nosso estudo.
Assim a pergunta que norteia essa pesquisa é: “f possivel rastrear no conjunto
de solugdes do problema linear as solugdes que sdo interessantes (no sentido de ser
vidvel e de boa qualidade) para o problema quadrdtico?’. Esta pergunta é apropriada
pois além do possivel reconhecimento da viabilidade para o PQA de uma solucao
linear, o Teorema das Inversoes nos diz que as permutagoes p € Iy que possuem
baixo numero de inversoes possuem custo baixo. Combinando esses fatos, vamos
nos ater as permutacoes vidveis (ou pseudo-vidveis) com baixo niimero de inversoes,

gerando desta forma, permutagoes ¢ € 11, de custo relativamente baixo.

Vimos no Capitulo 1 que analisando as componentes da cabeca de uma per-
mutacao linear podemos identificar se essa permutacao é nao-viavel ou pseudo-viavel.
Com as componentes da cauda dizemos se ela é vidavel ou apenas pseudo-vidvel.
Como esse estudo tem por objetivo o PQA vamos considerar as duas possibilidades

(vidvel e pseudo-vidvel), o que aumentara o espago de busca de solugdes.

A partir daqui estaremos tentando responder a questao colocada anteriormente
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através de uma matriz cuja construcao é bem especifica. Para isto deve-se recordar
que o algoritmo SolVidvel indica se uma solugao linear é nao-viavel ou constréi a

sua equivalente do problema quadratico.

Analisando as construcoes feitas por este algoritmo, nota-se que o trabalho inicial
é o de descobrir ¢(1). Para esta tarefa, percorre-se todas as imagens de ¥=1(¢),
com t = 1,..., N. Depois de encontrar p € 1,...,n tal que ¢(1) = p, o algoritmo
construird ¢(i), com i = 2,....,n alocando ¢(i) = # p ou ¢(i) = k # p onde [
e k sao retirados da ListaKL. A pergunta que fazemos agora é a seguinte: “E se
no lugar de descobrirmos a ¢(1), procurarmos quais elementos poderiam construir

a cabe¢a de uma permutagio que gere um valor de (1) pré-determinado”.

Para isso foi criado um algoritmo que armazena as cabegas das permutacoes
em uma matriz n X (n — 1) que chamaremos de Head@, onde as n linhas sdo
respectivamente as componentes das cabegas das permutagoes £ que geram ¢(1) = r

para todor = 1, ..., n. Para construcao desta matriz usamos como base a permutac¢ao

identidade§:<1 3 g j g g .

Algoritmo 2: ConstréiHead@1(N)
1: fort =1,... ,Ndo

2. Listal J[t] < ¥ 1(t) = (4, 7);

3: end for

4: forr=1, ... ,ndo

5 q+1;

6: fort=1,..,Ndo

7 if Listal J(t).i = r ou ListalJ(t).j = r then
8 HeadQ(r,q) < t;

9 q<q+1;

10: end if

11: end for
12: end for

Exemplo 4.1 Para n=/ o algoritmo ConstréiHead@1(N) gera uma matriz HeadQ

que possui a configuracdo da Figura 4.1:
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Figura 4.1: matriz Head() para n = 4

Um algoritmo é dito correto se para cada instancia de entrada ele para com a
saida correta. Entao dizemos que o algoritmo correto resolve o problema computa-
cional dado, [CLRVO01].

Aqui mostraremos corre¢ao do algoritmo, para isto serd apresentado o progresso,

invariante e término do mesmo.

O término do algoritmo se d4 de forma trivial, visto que todos os loop’s sao dados

em funcao de n ou N, assim fica claro que o algoritmo “para”.

O objetivo do algoritmo é criar uma matriz que armazene as cabecas das per-
mutacoes linerares capazes de criar uma permutagdo de vértices, onde em cada
elemento ¢ da linha 7 da matriz temos que ¥ ~1(t) = (4,7) entdao ou i =7 ou j = r,
assim construimos a permutagio de vértices com (1) = r. Dai conseguimos retirar
a invariante do nosso algoritmo, dada por:“Ao término da linha 11 foi alocada na
matriz a posigao (r,¢) com o elemento ¢, tal que um dos componentes da ListalJ(t)
vai ser necessdrio para montar ¢(1) = 7. A prova da invariante serd dividida em
inicio, que é antes da primeira iteragao, manutencao, que € o resultado do algoritmo

apods cada iteracao e término, sendo o estado final do algoritmo.

Inicio: Antes da primeira iteracao, a matriz Head() se encontra vazia e temos

somente a ListalJ construida.

Manutengao: A cada iteracdo do algoritmo na linha 7 temos duas possibili-
dades, o if pode ser verdadeiro ou falso. Se verdadeiro, ele constréi a Head() na

posicao da linha r e coluna ¢ com o elemento ¢ da ListalJ tal que um dos com-
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ponentes da posicao t na ListalJ serd necessario para gerar uma permutacao de
vértices com ¢(1) = r. Se falso, o algoritmo simplesmente continua a busca, pelas
componentes da ListalJ de modo que preencha a linha da matriz com os elementos

adequados.

término: No término a matriz Head() estd preenchida. Com o for da linha
4 percorreremos todas as linhas da matriz e com o for da linha 6 buscaremos os

elementos necessarios para construir a cabeca da permutacao.

Proposic¢ao 4.1 A complexidade do algoritmo é dada por O(n?).

Prova: Os loop’s apresentados no algoritmo sao dependentes somente de n. Na
linha 1 o primeiro loop é dado por N, lembramos que N = @ Na quarta linha o
segundo for com n iteracdes e o terceiro com N na linha 6, sdo dependentes tendo
assim uma multiplicagdo entre eles. Desta forma obtemos N +n-N = N(n + 1),

substituindo o valor de N temos "("_12)(”“) = n32—n

. Portanto a complexidade é
dada por O(n?). O

Exemplo 4.2 Para exemplificar assuma n = 4, (Figura 4.2) e generalizando para

n a (Figura 4.3).
ListalJ = {(1,2);(1,3);(1,4); (2,3);(2,4); (3,4)}
< SO
Figura 4.2: Distribuicao dos elementos na ListalJ para n = 4

ListalJ = {(1,2);(1,3);...;(1,n);(2,3); (2,4);...;(2,n);...;(n —1),n) }.

(n—1)
é < .. n—2)< (n—1)—>n

Figura 4.3: Distribuicao dos elementos na Listal.J
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Proposicao 4.2 Permutando os (n—1) elementos das n linhas existentes na Head@,

geramos as n! solugoes do PQA.

Prova: Considere um PQA(F,D) cujas matrizes F e D sdo de dimensdo n x n. As

colunas da matriz Head( sdo as imagens de £(1), £(2), £(3), ..., &(n —1). Como

a Head( tem ordem n x (n — 1), cada linha » = 1,...,n gera (n - 1)! solugdes
quadréticas com ¢(1) = r. Sendo n linhas, geramos as n - (n — 1)! = n! solugdes
para o PQA(F,D). O

Desta forma estd criada uma matriz de dimensao n x (n — 1) que guarda as
componentes das cabecas das permutacoes & € Il que com certeza sao capazes de
montar uma permutagdo ¢ € Ily. O algoritmo a seguir também constréi a matriz
Head(@). Este algoritmo propée uma construcao da Head(@ por uma forma mais

simples com complexidade O(N).

Algoritmo 3: ConstréiHead@Q2(N)
1: fort =1, ..., Ndo
2. Listal J[t] + ¥~ (t) = (4,])
30 HeadQ[i,j — 1] «t
4:  HeadQ[j,i] <t
5:

end for

A prova de corre¢do aqui é andloga ao algoritmo anterior. A “parada” no algo-
ritmo ConstréiHead()2 é dado de forma trivial, devido ao fato do tinico loop existente
no algoritmo ser finito. A invariante é: No final de cada iteracdo a matriz recebe em
duas posicoes ((i,7—1) e (4,1)) o elemento t, tal que t € o elemento necessdrio para

construir as ¢’s, para as quais (1) =i e p(1) = j.

inicio: E andlogo ao ConstréiHead@1, a diferenca que a matriz é construida

durante a construcao da ListallJ.

Manutencgao: Ao final de cada iteracao o algoritmo se aproveita da estrutura
da ListalJ, como ja apresentamos, para alocar o elemento ¢, o indice da Listal.J,
em posigdes que irdo formar as cabegas das linhas tais que ¢(1) =i e (1) = j.

n(n—1)

Término: Note que N = ==

, como a matriz tem dimensées n X (n — 1), e a
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cada iteracao sao alocados 2 elementos, entao ao final do loop o niimero de alocagoes

n(n—1)

5— que é exatamente o nimero de elementos da matriz. Como a

na matriz é 2 -
alocacdo ¢ dada pelos pares (i,7 — 1) e (j,7) e observando que 1 < i < j < n, temos
que nao existe duas alocagoes em uma mesma posi¢io, 0 que assegura que a matriz

é toda preenchida.

Assim temos uma resposta para a pergunta proposta no comeco da discussao.
Com a matriz Head(@ podemos indicar em um universo de N! solucbes da re-
laxacao linear exatamente quais sao as n! permutacoes interessantes para o problema
quadratico. Destacamos a importancia da Head() pois esta possui uso de memoria

e tempo computacional para sua constru¢ao minimos.

Nas tabelas abaixo ilustraremos o comportamento das ¢’s, também de ordem
n = 4, diante de uma permutacao de uma linha da matriz Head(). Para o primeiro
caso tome £(1) = 1, £(2) = 2 e £(3) = 3, a primeira linha da matriz HeadQ
na Figura 4.1. Utilizando a construcao feita pelo algoritmo SolViavel citado no
Capitulo 2 geramos ¢ = (1 2 3 4 ) que podemos acompanhar com a ajuda da
Tabela 4.1.

ListalJ ListaK L Combinagdes de vétices

1) = (L,2) | v7H(1) = (1,2) | [p(1) = 1A p(2) = 2]V [p(1) = 2A ¢(2) = 1]
$7H(2) = (1,3) | v7H(2) = (1,3) | [p(1) = 1A @(3) = 3]V [p(1) =3 A (3) = 1]
7H3) = (1,4) | v7I3) = (1,4) | [p(1) = 1A p(4) = 4]V [p(1) =4 A p(4) = 1]

Tabela 4.1: Cabeca da permutagao dada pela primeira linha da matriz Head(@

Permutando a linha em questao para £(1) = 2, £(2) = 1 e £(3) = 3 alteramos a
posi¢ao dos elementos na construgao da ¢ para ¢y =( 1 3 2 4 ), de acordo com

a Tabela 4.2.

ListalJ ListaK L Combinagoes de vétices
(1) = (1,2) | ¥71(2) = (1,3) | [p(1) = 1A ¢(2) = 3]V [p(1) = 3Ap(2) = 1]
P71(2) = (1,3) | Y7 (1) = (1,2) | [p(1) =1A¢(3) =2V [p(1) =2A¢(3) = 1]
P 3) = (L,4) | 3) = (L,4) | [p(1) =1Ap(4) = 4]V [p(1) =4 A p(4) = 1]

Tabela 4.2: Cabega gerada por uma permutagao da primeira linha da matriz Head@

Note que se continuarmos permutando a primeira linha da matriz, vamos gerar
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todas as 6 ¢'s tais que ¢(1) = 1. A Tabela 4.3 mostra o restante das permutacoes.

Permutagoes da linha 1 © gerado
[1 2 3] — ¢=(1 )
[1 3 2] — ¢=(12 4 3)
[2 1 3] — ¢=(13 2 4)
[2 3 1] — 9=(13 4 2)
(31 2] — ¢=(14 2 3)
[3 2 1] — p=(14 3 2)

Tabela 4.3: Todas as permutacoes da primeira linha com n = 4

4.2 Construcao da HeadQ*

Sabemos que todas as permutacoes £ € Ily, solugoes do PAL(Q), possuem corres-
pondentes p € Iy solugdes do PAL(Q*). Sendo assim, de posse da matriz HeadQ
que guarda das cabegas das permutagoes £ € 1y, uma solugao do PAL(Q), queremos
agora saber quais as posi¢oes que £(1),...,&(n—1) assumem em Q* para podermos
montar as permutagoes p € Iy, solugdes do PAL(Q*) que com certeza serdo capazes
de gerar uma ¢ € II,, solugdo do PQA(F,D).

Para isto fazemos uso da bijeciio p = ¢p o & 0 " para efetuar a transformacio

da matriz Head() na matriz que chamaremos de Head(Q)*.

Para melhor entendimento, usaremos as permutagoes ¢ = (3 6 2 1 5 4)
edp=(6 2 4 5 1 3) do exemplo 2.1 do capitulo 2 e a matriz Head® da
Figura 4.1.

Como estamos trabalhando somente com as cabecas das permutacées, nos inte-
ressa saber em quais posi¢oes da permutacao p as componentes das cabecgas serao
alocadas. Ver as posi¢oes dos elementos em negrito na Figura 4.4 (coluna relativa a
¢7'). Para isso, basta aplicar ¢r(£(7)),i = 1,. —1. A seguir, devemos conhecer
a imagem que essas posicoes assumem em p, observe a imagem em negrito das

permutagoes p's na Figura 4.4 (coluna relativa a p). Com esse objetivo, aplica-se ¢p

35



¢D o f © ¢;‘1 =P
¢p o 3 o o' = 2

Figura 4.4: Ilustragao da construcao da HeadQ*

em todos os elementos da matriz Head(), Tabela 4.4. A Tabela 4.5 faz um paralelo
da matriz Head() e Head(@* para n = 4 e instancia do exemplo 2.1 do capitulo 2.

Observe que esta tabela esta perfeitamente associada a Figura 4.4.

Para uma instancia qualquer com n = 4, a matriz HeadQ* é apresentada da

seguinte forma. Note que em negrito estd exatamente a matriz Head().

or(£(1)) | or(£(2)) | or(£(3))
11 op(1) | ¢p(2) | ¢n(3)
2| ¢p(1) | ¢p(4) | ¢p(5)
3| ¢p(2) | ¢p(4) | ¢p(6)
41 ¢p(3) | ¢p(5) | ¢p(6)

Tabela 4.4: Matriz HeadQ* com n = 4

A matriz Head() independe da instancia, o que nao ocorre com HeadQ* que

estd diretamente ligada a ordenacdo dos vetores F e D.

As permutagbes com esses valores fixados geram pseudo-vidveis em QQ*, bastando

para isto completar aleatoriamente as posigoes vazias.
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1123 3162
111123 11624
2111415 216|151
312416 312153
413|156 414113

Tabela 4.5: Matriz Head(@ e HeadQ*

4.3 Buscando Minimizacao

Com o objetivo de encontrar solug¢oes melhores, isto é, de menor custo, faremos uso
das informagoes e conclusoes contidas neste trabalho. Vimos, no Capitulo 2 a cor-
respondéncia entre uma solucao do PAL(Q), £ € Iy, e uma solugdo do PAL(Q*),
p € Ily. No Capitulo 3 temos o Teorema das Inversoes que serd a base da idéia

aplicada neste processo de minimizagao.

O Teorema das Inversoes se aplica as permutacoes p, buscando uma permutacao
com baixo nimero de inversoes e consequentemente um baixo custo, para entao
encontrarmos a correspondente &, solugdo do PAL(Q). O grande problema é que a
maioria das solugoes lineares nao sao vidveis para o PQA. Essa questao foi resolvida
com o “mapeamento” das solucbes quadraticas no universo das solucoes lineares

através da matriz Head().

Através da matriz Head@* conseguimos gerar solugdes do PAL(Q*) que cer-
tamente irao gerar uma ¢ pseudo-vidavel. Como o método de melhoramento das
solucoes ¢ buscar solugoes com baixo nimero de inversoes, uma forma simples de

alcancar este objetivo é a ordenacao dos valores de uma permutagao p € Ily.

Para nao correr o risco de gerar solucoes nao-viaveis, vamos ordenar somente
as posicoes das permutagoes p € IIy de tal forma que continuem sendo pseudo-
viaveis. Um facilitador dessa tarefa é usar a matriz HeadQ*, ja que ela é formada
pelos elementos correspondentes as cabecas de & € IIy. Portanto, basta fazer uma

ordenacao nas linhas da matriz HeadQ*.

Como nossas permutagoes quadraticas, ¢ € Il,, sao geradas a partir da matriz

Head(Q, devemos transferir cada troca de posicao durante a ordenacao da HeadQ*
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para a Head(). Assim temos as cabecas das permutacoes £ € Il capazes de gerar

¢'s de boa qualidade.

Exemplo 4.3 Veja o diagrama feito com a primeira linha da HeadQ

HeadQ HeadQ*
[1 23] — [4 6 2]

J Ordenacao

[3 1 2] «— [2 4 6]

Feito isso, note que a ¢ gerada pela primeira linha da matriz antes da ordenacao
é o=(1 2 3 4) tendo o custo igual a 200 e ap6s a ordenagdo temos a ¢ =
(1 4 2 3) com custo igual a 148. Como previsto, o custo teve uma melhora.
Este processo se repete para cada linha da Head@* gerando n permutagoes ¢'s de
boa qualidade. No capitulo seguinte, descreveremos um algoritmo que explora esta

idéia aqui apresentada.
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Capitulo 5

Implementacao computacional

Neste Capitulo é apresentado uma implementacao computacional das idéias desen-
volvidas neste trabalho. Teoricamente é possivel encontrar a solucao étima para
uma instancia com a simples enumeracao de todas as solucoes, porém sabemos que
o PQA é um problema altamente combinatorial o que inviabiliza essa tarefa. Entao
optamos por uma heuristica construtiva que explora as idéias deste trabalho. A
heuristica surge, de forma natural, possui duas fases: preparacao e armazenamento

dos dados; e uma busca local com as solugoes geradas.

Apés apresentacao do algoritmo produzido nesse trabalho mostraremos alguns

resultados obtidos em instancias conhecidas retiradas da QAPLIB.

5.1 O Algoritmo

Em linha gerais, o algoritmo que chamamos de HeuristicHead, consiste em um
método iterativo onde temos uma etapa inicial que construird as solucdes iniciais
usadas na busca local. Para a construcao das solucoes iniciais é usada a matriz
Head(@) que ird gerar essas solucoes, e como critério para um melhoramento prévio,
o Teorema das Inversdes e os resultados probabilisticos relacionados a ele em [Ran00].
Em cada iteracao da HeuristicHead ¢é tomada uma solucao inicial e aplicamos uma
busca local em uma vizinhanca desta solu¢ao para melhoria do resultado. Apds o
término das iteragoes é escolhida a melhor solugao. A idéia principal do algoritmo

HeuristicHead ¢é traduzido em pseudo-codigo da seguinte forma:
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Algoritmo 4: HeuristicHead(n)
1: Entrada de Dados;

2: Construgao das solucoes iniciais na Matriz HeadQ);
fori=1, .. ,ndo

Constréip(HeadQ[i]);

BuscaLocal(¢p);

Atualizar Solugao;

end for

Retorna a melhor solucao encontrada;

5.1.1 Fase Inicial do Algoritmo

A fase inicial, que caracteriza o algoritmo, é composta de alguns procedimentos que

apresentamos a seguir.

1. Leitura dos dados;

2. Ordenacao dos vetores de Fluxo e Distancia;

3. Construcao da ¢p e ¢p;

4. Construcao da Matriz Head(Q);

5. Construcao da Matriz Head@*;

6. Ordenacao das linhas na Matriz HeadQ* e Head().

Os itens 2 e 3 devem pertencer a todo algoritmo que trabalhe com uma corres-
pondéncia entre o Problema Quadratico de Alocagao e sua relaxacao na forma do
Problema de Alocacao Linear, pois sao esses procedimentos que fazem a relaxacao
do PQA para o PAL. Os itens 3 e 4 irao caracterizar nossa heuristica, pois neles estao
contidos as idéias desenvolvidas no capitulo anterior. Sabemos que a construcao da
matriz Head() é independente dos procedimentos 1, 2 e 3. De posse das cabecas

das permutacOes lineares, matriz Head(), as usamos no 6° procedimento, que é

a aplicacao do Teorema das Inversoes como critério para a melhoria prévia das
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solugoes iniciais. Entao teremos solucoes lineares com baixo nimero de inversoes
que, com certeza, irao gerar solucoes quadraticas com baixo custo. Essas solugoes

sao adequadas para iniciar um processo de busca local.

Antes da descricao da busca local, vale lembrar que dada uma instancia de ordem
n, pela construcao da matriz Head(), obtemos n solugoes iniciais. Para a estrutura
de vizinhanca adotada nesse trabalho consideramos que essas n solugoes iniciais nao
sao suficientes para explorar o espaco de busca satisfatoriamente. Para solucionar
esse problema foram feitas perturbagoes nas solucoes iniciais com o objetivo de gerar
novos elementos para a etapa da busca local. Dada uma linha da matriz Head@
li = [hi1, hig, - - ., hin—1)];@ = 1,...,n, uma cabeca de uma permutagao linear que é

pseudo-viavel, faremos n — 2 perturbagoes da seguinte maneira:
l; = [hila hig, ceay hi(j—l—l)a h’ija e ,h,(n_l)],V] = ]_, caey (77, — 2),

onde [} gerard uma nova solu¢do inicial que sofreu um pequeno aumento no niimero
de inversoes, de forma que ainda sejam consideradas boas. Isso ajuda para que o

algoritmo nao fique restrito a um baixo nimero de solugoes iniciais.

Uma desvantagem desse método apresentado de geracao de solucoes iniciais, é
que nao possui nenhum fator aleatério. Como conseqiiéncia, uma vez computado

uma instancia seu resultado é estatico.

5.1.2 Busca Local

Para o procedimento de busca local devemos definir uma estrutura de vizinhanca.
Na literatura encontramos diversas estratégias propostas para a busca local, com
algumas estruturas de vizinhangas bem definidas. Neste trabalho adotamos uma

estratégia bem conhecida, k-troca, encontrada em [LPR94].

Sejam 1 e o permutagoes, temos que a diferencga entre elas é dada por

0(p1, p2) = {il@1(7) # p2(7) }

e a distancia entre ¢ e py é definida por

d(‘P1;902) = ‘5(901,S02)‘-

A vizinhanca de uma permutacao ¢ sdo todas as permutagoes ¢’ onde a distancia

entre ¢ e ¢’ é menor ou igual a k, tal que 2 < k£ < n. Para este trabalho foi
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considerado k£ = 2, assim nossa vizinhanca é conhecida como 2-trocas. Para exemplo

tome g =(1 3 2 4)comn=4e|Viz(p)| = Cso =6, entdo temos

Viz(p)={(3 1 2 4),(2 3 1 4),(4 3 2 1),
(123 4)(1423)(13 4 2)}.

Essa estrutura descrita é a primeira fase em uma estratégia de Busca por Largura e
Profundidade. O préximo passo é escolher a solugao de menor custo e toméa-la como
nova solucao inicial de uma nova busca local, e este processo é repetido até que nao

haja mais melhorias numa vizinhanca de uma solucao dada.

5.2 Paralelizacao

Analisando o algoritmo HeuristicHead, observamos que as operagoes em cada linha
da matriz Head() sao independentes. Durante a computacao, a tinica comunica¢ao
entre as linhas da matriz serd no final para a escolha da melhor solugao 6tima local
obtida. Essas observagoes fazem com que o algoritmo tenha uma facil conversao ao

paralelismo.

5.2.1 Por que paralelizar?

A paralelizagdo é uma técnica utilizada em tarefas grandes e complexas para obter
resultados mais rapidos, dividindo-as em tarefas pequenas que serao distribuidas
em diversos processadores para serem executadas simultaneamente. A defini¢ao de
Almasi e Gottlieb [AG98] representa bem os elementos de uma idéia de programagao
paralela: “um computador paralelo é um conjunto de elementos de processamento

que se comunicam e cooperam para resolver grandes problemas”.

O principal atrativo de se paralelizar sao os baixos precos dos computadores
pessoais, que sao fabricados em massa, e o avanco na velocidade das redes de co-
municag¢ao. Isto fez com que clusters de computadores tenham emergido como boa

opcao de sistemas para alto desempenho a baixo custo.

O grupo de Computacao de Alto Desempenho da Universidade Federal do Espi-

rito Santo, UFES, tem trabalhado com aplicagoes em paralelo. Seguindo a tendéncia
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de montagem de sistemas paralelos de baixo custo, foi montado no Laboratério de
Computagao de Alto Desempenho (LCAD) [?] um cluster com méquinas do tipo
computador pessoal. A estrutura do laboratorio apresenta a seguinte configuracgao:
64 processadores ATHLON XP 1800, onde o Master possui 512MB e 90GB de
disco, e nés com 256 RAM, 20 GB de disco; a interconexao é dada por um Switch
4300 3COM, 48 portas (Fast-Ethernet) + 1 porta Gigabit Ethernet e um Switch
4300 3COM, 48 portas (Fast-Ethernet) + 2 porta Gigabit Ethernet; com o sistema
operacional Linux Red Hat 7.1.

5.2.2 Algoritmo em Paralelo

A conversao do algoritmo serial para o paralelo foi feito segundo o padrao de comu-
nicacao MPI (Message Passing Interface), que teve sua padronizagao pelo comité do
MPI Forum [MPI]. O MPI é um padrao de biblioteca com passagem de mensagens
para sistemas paralelos. Foi desenvolvido para fornecer uma base comum de desen-
volvimento de programas paralelos em plataformas distintas. Em virtude disso, ele
incorpora aspectos de variados sistemas ao invés de adotar como padrao um sistema

especifico.

A paralelizacao do algoritmo HeuristicHead se resume na distribui¢ao e ba-
lanceamento das tarefas, onde cada tarefa é a construcao da permutacao quadratica
correspondente a uma linha da matriz Head(), mais as (n — 2) perturbac¢oes men-
cionadas e as buscas locais para cada uma dessas [1+ (n—2)] permutagoes. O balan-
ceamento é feito através da divisdo do nimero de linhas da matriz pelo nimero de
processadores. Caso exista resto nesta divisao, as linhas restantes serao distribuidas
aos processadores que primeiro desocuparem. Essa distribuicao sera discutida mais

adiante.

5.3 Resultados

Nesta sessao vamos apresentar os resultados computacionais obtidos pelo algoritmo

HeuristicHead. Para os testes foram usadas instancias disponiveis na QAPLIB.

Em ambas implementagoes (Serial e Paralelo), o nimero de solugoes iniciais
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geradas para a busca local é proporcional ao tamanho da instancia. Para verificar
isso, basta lembrar que a cada linha da matriz Head@ sao geradas n — 1 solugoes
iniciais, e como temos n linhas, o nimero de solugées iniciais é dado por n* (n —1).

Para o exemplo de instancias de ordem 30 sdo geradas 870 solugoes.

5.3.1 Serial

O algoritmo foi implementado usando a linguagem C+-+ e executado em um Pen-
tium IV, 1,3GHr com 256 MB de memoria RAM. Para o algoritmo em série foram
testadas instancias de ordem menor que 30. Na Tabela 5.1, apresentamos os re-
sultados obtidos na seguinte ordem: solucao apresentada na QAPLIB, resultado da
computagao da HeuristicHead e tempo computacional (dado em segundos) gasto
para cada instancia. A solucao oferecida pela QAPLIB foi aqui apresentada, para

que se possa mensurar a qualidade das solucoes do algoritmo proposto.

Nosso objetivo inicial é analisar o desempenho do algoritmo comparando a qua-

lidade das solucoes encontradas com o tempo gasto para isso.

O método nao garante a otimalidade das solucoes, contudo o Teorema das In-
versoes assegura a boa qualidade das mesmas. Uma caracteristica encorajadora do
algoritmo é a relagdo entre o tempo computacional e a qualidade das solugées. Como
exemplo podemos citar o nug20, que nao foi atingido o 6timo, porém gasto apenas
8,2 segundos para 380 iteracoes com 1,01% de distancia do valor 6timo. Observando

o bom desempenho, passaremos para os testes com instancias maiores.

5.3.2 Paralelo

O algoritmo paralelo foi executado no cluster do laboratério LCAD, descrito an-
teriormente. Foram testadas algumas instancias para verificagao de desempenho,
executando uma mesma instancia varias vezes com numeros diferentes de proces-
sadores. Mesmo sabendo que a solugao seria a mesma, o resultado deste teste foi
apresentado pois o interesse nesse momento é de analisarmos o progresso da relagao

nimero de processadores x tempo (em segundos).

Para a instancia lipa40a, o custo da melhor solu¢éo vidvel disponivel na QAPLIB

é igual a 31538 e o algoritmo HeuristicHead obteve custo igual a 31544 com erro
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Instancia | QAPLIB | Head(® | Tempo (seg) | Erro
chrl2a 9552 9552 0,17 0%
chr12b 9742 9742 0,20 0%
nugl?2 578 582 0,20 0,69%
roul2 235528 | 235528 0,18 0%

scrl2 31410 31410 0,18 0%
had12 1652 1652 0,22 0%
nugld 1150 1152 1,08 0,17%
roulb 354210 | 360356 0,90 1,74%
tailda 388214 | 390782 0,73 0,66%
lipa20a 3683 3800 6,23 3,18%
nug20 2570 2596 8,20 1,01%
scr20 110030 | 110058 8,80 0,03%
lipa30a 13178 13190 115,58 0,09%
nug30 6124 | 6156 153,68 | 0,52%

Tabela 5.1: Resultados obtidos de instancias conhecidas (n < 30)

de 0.02%. Na Tabela 5.2, 0 algoritmo mostra um comportamento regular na relagio
numero de processadores x tempo. Note que o tempo computacional para
10 e 12 processadores, assim como para 15 e 19 e ainda 20 e 25, é bem préximo.
Para explicar este fendmeno basta dividirmos o tamanho da instancia pelo nimero de
processadores. Por exemplo, temos que 40+10 = 4 e 40+12 = 3, 33..., assim para 10
processadores, cada um computa 4 linhas da matriz. Para 12 processadores teremos
cada um computando 3 linhas, totalizando 36 linhas, restando 4 linhas que irao ser
distribuidas a quatro processadores (uma linha para cada processador) que primeiro
terminarem a tarefa inicial. Sendo assim, temos 4 processadores computando 4
linhas e 8 computando 3 linhas. Isso nao é interessante, pois os processadores com
a tarefa menor (computar 3 linhas da matriz) sdo obrigados a “esperar” o término
dos demais processadores que estao computando uma linha a mais da matriz, para

depois comparar os resultados. Essa “espera” é responsavel pela proximidade nos
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tempos de processamento. O mesmo acontece para 15 e 19, e 20 e 25 processadores.

lipa40a
Processadores | Tempos (seg)
1 999,87
9 495,25
10 101,18
12 101,08
15 73,98
19 75,88
20 49,60
25 46,98

Tabela 5.2: Relacdo nimero de processadores x tempo para a instancia lipa40a

Observe ainda a regularidade: para 2 processadores o tempo é aproximadamente
a metade de 1 processador; para um tnico processador, ele terd que computar as
quarenta linhas da matriz Head(), enquanto para 10 e 12 processadores o maximo
de trabalho para um processador é de quatro linhas, assim temos que o tempo gasto
para 10 e 12 processadores deve ser aproximadamente um décimo do tempo gasto
para 1 processador, como de fato acontece; seguindo esse raciocinio temos que para
20 e 25 processadores serao efetuadas no maximo duas linhas por cada processador,
entao o tempo gasto deverd ser aproximadamente um vigésimo do tempo gasto para
1 processador. Esta regularidade, comprovada em todos os testes, é explicada pela
independéncia da computacao entre as linhas e a comunicacao entre os processadores
acontecer somente na escolha do melhor resultado parcial, para assim apresentar a

solucao final.

Nas tabelas 5.3 e 5.4 apresentamos resultados dos problemas teste Lipa60a e
Lipa80a com a relacao niimero de processadores x tempo. Acreditamos que
esses resultados irao reforcar a idéia da regularidade do algoritmo. Devido ao
tamanho das instancias (Lipa60a e Lipa80a) os testes s6 foram feitos com mais

de 20 processadores.
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lipa60a

Processadores | Tempos (seg)
20 888,42
25 847.87
30 578,07
35 556,38

Tabela 5.3: Relagao niimero de processadores x tempo para a instancia lipa60a

lipa80a
Processadores | Tempos (seg)
20 6892,77
25 6949,95
30 5222,18
35 5325,48
40 3464,03

Tabela 5.4: Relagao numero de processadores X tempo para a instancia lipa80a

Analisando os resultados das tabelas 5.2, 5.3 e 5.4, conclui-se que para um melhor
uso dos recursos computacionais € interessante que ao computar um problema teste,
o nimero de processadores seja um divisor da sua ordem para que nao tenhamos

processadores “parados” apenas esperando resultados.

Uma vez apresentada a regularidade e desempenho do algoritmo, é de extrema
importancia mostrar a qualidade das solucdes encontradas. Seguindo a conclusio
anterior, o numero de processadores adotados aqui serd sempre um divisor da or-
dem do problema teste referente. A Tabela 5.5 segue os mesmos moldes da Tabela
5.1: a melhor solugdo apresentada na QAPLIB, a solucao encontrada pelo algo-
ritmo proposto, o nimero de processadares usado para a instancia, o tempo gasto e

porcentagem do erro.

Ainda sobre o tempo computacional, a pergunta que vem de forma natural é:
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“por que instancias de mesma ordem e calculadas com o mesmo numero de proces-
sadores, como em skol00a, sko100b, sko100c e skol00d, possuem tempo computa-
citonal consideravelmente diferentes?”, A resposta para a pergunta provavelmente
esta na qualidade das solugoes iniciais geradas pelo algoritmo para cada exemplar
do PQA, fazendo com que o algoritmo demore mais tempo computacional na fase

de busca local.

Instancia | QAPLIB | Head(@ | Processadores | Tempo (seg) | Erro
lipad0a 31538 31544 20 49,60 0,02%
lipab0a 62093 62144 25 209,32 0,08%
lipa60a 107218 | 108112 30 978,07 0,83%
lipa70a 169755 | 170930 35 1565,30 0,69%
lipa80a 253195 | 254862 40 3464,03 0,66%
skol00a 152002 | 152848 25 48494,22 0,5%
skol00b | 153890 | 154796 25 48220,22 | 0,5%
sko100c 147862 | 148688 25 46990,67 0,5%
sko100d 149576 | 150356 25 47668,47 0,5%

Tabela 5.5: Alguns resultados obtidos de instancia consideradas grandes

Observamos na Tabela 5.5 que para instancias de ordem consideradas de grande
porte, em nenhum caso o algoritmo encontrou a melhor solucdo vidvel conhecida.
Contudo, a relacao qualidade de solugoes x tempo nos da resultados animadores.
Em todos os casos o algoritmo conseguiu solucoes vidveis de 6tima qualidade, po-

dendo destacar Lipa40a, Lipab0a e Skol00a-d.

Uma vez apresentado os resultados da HeuristicHead, podemos fazer algumas
comparagoes com resultados encontrados na literatura. Dentre eles podemos citar
um resultado obtido por Resende et al. em [PPR95] que conseguiu um erro de
0,06% para o Nug30 usando o GRASP e os trabalhos de Rangel [Ran00] e [RABOO]
que obteve um erro de 0,5% nas solugoes de Skol0OOa-d sendo este o mesmo erro

encontrado neste trabalho.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho apresentamos o Problema Quadratico de Alocacao com uma re-
laxacao na forma do Problema de Alocacao Linear. Ainda nesta mesma etapa foram
estabelecidas algumas relacoes entre esses dois problemas, tal como uma classificagcao
quanto a factibilidade das solu¢oes lineares em relacao ao Problema Quadratico de
Alocagao. No capitulo seguinte temos um resultado importante, conhecido na litera-
tura como Teorema das Inversoes, que foi provado por Rangel [Ran00]. Utilizamos
este resultado como sendo um outro recurso para critério de uma pré-selecio de

solucoes para o PQA de boa qualidade.

Um grande desafio era procurar uma solugdo linear que levasse o algoritmo a
encontrar uma, solu¢do quadratica correspondente. A proposta desse trabalho foi
promover um mapeamento das solucoes lineares no sentido de apresentar solucoes
do problema linear que tivéssemos a certeza que seriam solugoes pseudo-viaveis que

conseguem gerar uma solucao do PQA, que é de grande interesse para o estudo.

Assim, com a matriz Head(), construimos uma estrutura de baixo custo com-
putacional e com pouco uso de memoria que identifica quais dentre as solucoes da
relaxacao linear sdo pseudo-vidveis para o problema quadratico de alocagao. Para
isso, foram propostos dois algoritmos, ConstréiHead@1 e ConstréiHeadQ?2, ambos
com complexidade polinonial. O segundo, por ser melhor, foi utilizado no algoritmo
construtivo apresentado nesse trabalho para construir solucoes vidveis de boa qua-
lidade para o PQA. Uma forma de utilizagdo da matriz Head() é combinar seus
resultados com as conclusoes obtidas do Teorema das Inversoes, ou seja, construir
solucoes do PAL capazes de gerar solucoes do PQA com um baixo nimero de in-

versoes e como conseqiiéncia, um baixo custo da fun¢ao objetivo.
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Com essas idéias, para cada instancia de ordem n, geramos n solucoes inici-
ais consideradas boas. Aplicando a busca local, por largura e profundidade, na
vizinhanga definida para cada solugdo inicial, apresentamos um algoritmo cons-
trutivo, que chamamos de HeuristicHead. Finalmente, apresentamos os resul-
tados da implementacao computacional. Na versao serial para instancias pequenas,
foram encontrados os 6timos e, nos demais casos, consideramos que os resultados
sao satisfatérios em relacao a qualidade dasolucées. Na versdao paralela, os testes
foram feitos de duas formas: um para mostrar desempenho, onde o algoritmo de-
monstrou regularidade, facilitando a previsao do tempo gasto nos demais testes; e
outra mostrando a qualidade das solucoes, que mesmo nao alcancando as solucoes
disponiveis na QAPLIB para grandes instancias, apresentou uma boa relagao qua-
lidade de solugao x tempo computacional. O erro para todas as instancias de
ordem n = 100 foi de 0.5% tomando como base a melhor solugdo vidvel disponivel

na QAPLIB. Para as outras instancias testadas, a média dos erros foi de 0,45%.

Durante os testes de desempenho e tempo computacional, concluiu-se que o
melhor niimero de processadores é um divisor da dimensao de n. Desta forma,
todos os processadores terminaram suas tarefas aproximadamente ao mesmo tempo,
evitando atrasos na etapa final do algoritmo na versdo paralela. Tal etapa se refere a
comparagao de todos os 6timos locais encontrados por cada processador para eleger

a melhor solucao.

Para trabalhos futuros podemos sugerir estudos e implementacao de algoritmos
exatos usando a teoria envolvendo as matrizes Head() e Head@*, uma estratégia
interessante é o uso do método de branch-and-cut. A idéia do processo seria cami-
nhar no grafo G'1;, partindo de uma permuta¢ao com um baixo nimero de inversoes
e tentando fazer cortes em ramos do grafo onde teremos a certeza que nao haveria
melhorias na solucao. Para a eficiéncia do mesmo, pode-se usar a matriz Head(@)
para que os passos do algoritmo sejam dados sobre as solugoes vidveis, um vez que

j& conseguimos mapeé-las no Gp .

Para introduzir um componente aleatério no algoritmo, seria interessante que as
perturbacoes feitas nas linhas da matriz fossem aleatdrias. Ha o risco de se perder
a qualidade das solugoes geradas, porém uma diversificacao no espaco de busca é

fator positivo.
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Apéndice A

Demonstracoes do Capitulo 3

Nesse anexo constam as demonstracoes dos teoremas e lemas do capitulo 2. Aqui

usaremos as definicoes e equagoes contidas no mesmo capitulo 2.

As demonstracoes aqui apresentadas estdo contidas em [Ran00] e [RA03].

A.1 Demonstracoes

Para a demonstracdo do Lema 3.1 utilizaremos as defini¢des dos conjuntos Py, Pp

e Py e da Particao Canonica.

Lema A.1 Na particio canonica de Z, — Z,, temos que

p2(t)—p1(t)—1 p1(t")—p2(t')-1

N Z Z (d;—l(t)-l—i B +2+1 Z Z (d;(t’) -5 d;—z(t’)—j—l)'

tePn t'ePp

Além disso, o valor absoluto de cada fator diferenca do primeiro membro corresponde

a um fator-diferenca do sequndo membro e reciprocamente.

Prova: Seja pi, po € IIy, temos que

+ + ) —
2 (@~ ) =0,
teQy
reescrevendo utilizando as informacoes da equagao 3.2, que é a eliminacao dos ele-
mentos pertencentes a Py (p1(t) — pa(t) = 0), conseguimos

+ + + + oy —
Y o(dy =)+ D ([ — i) =0,

tEPN t'ePp
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logo — ZtEPN (d;(t) - d;;(t)) = Zt’epp (d,:(t' dpg(t’ )-

Introduzindo os termos simétricos, o valor da expressao acima nao se altera e
chegamos a equacao que é objetivo da proposigao,

p2(t)—p1(t)—1 pi(t')—pa(t')—1

- Z Z (d,;l—l(t)'i'l +z—|—1 Z Z (d;rl(t')—j - d:z(t’)—j—l)'

tePy t'ePp

Ainda observamos que para todo t € Py e i € {0,...,p2(t) — p1(t) — 1} existe
um t' € Ppeje{0,...,p1(t) — po(t') — 1} tal que

pr(t) +i=pi(t') —j—Lep(t)+i+1=p(t) -

resultando em

—dr

+
_(d p(t)+i+1)

p(t)+i

(gt _ gt
= (- = i —j-1)-

O

~ . o~ : 14 ~ .
No Teorema 3.1 serdo usadas as defini¢bes de N}, P,’, permutagdes livremente

compardveis e ainda, da bijecdo 8 com B(N}) = Py,

Teorema A.1 Teorema da Ordenacao Parcial Livre - TOPL: Temos Z, <
Zpy (25 <1 Z,,), s€ € somente se, existir uma bijecdo (3 tal que B(N}) = Ptj,, t € Py;
e Pp;i=0,...,p00) —p1(t) =1 ej=0,...,p1(t') — po(t') — 1 capaz de induzir

o par ordenado (t,t'), comt <t'(t' <t),Vt € Py eVt € Pp

Prova:

“ = ” Decorre imediatamente do fato de toda bije¢io § tal que S(Ni) = PJ
pode-se induzir pares ordenados (¢,t'); t € Py e t' € Pp e do fato de F~ e DT serem

ordenados.

“ < 7 Considere 7, <; Z,, entdao temos que existe uma bijecao 3 tal que
B(N}) = P comt € Py; t' € Pp; i = 0,...,p5(t) —p1(t) =1 e j=0,....,p(t) —
pa(t') — 1

Suponha por absurdo termos Z,, <; Z,, e t"* < t* para algum t* € Py e t" € Pp
e uma bijecao 5. Da equacao 3.7, tem-se a parti¢ao canonica

p2(t)—p1(t)—1

p1 Z Z (ft_ B ft'_)(d:l(t +i d/_;(t)-l—z-l—l) <0.

te Py
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Considerando a ordenacdo de F~ e DT temos que (fr — fin) < 0 e (d;’l(t) i
dt

ot )+Z+1) < 0. Seja L o valor da expressao

p2(t*)—p1(t*)—1

L= Y (fF = I i — & eysinn) 2 0.

i=0
Tome uma instancia do PQA tal que L seja suficientemente grande para termos

p2(t)—p1(t)—

L 2 Z Z (ft_ - ft’_)(d +3 dp1(t —|—z+1)

tePy—{t*}

Para todo par (¢,t'), induzido da bijecdo . Para esse caso, ocorre a contradi¢do,

dado que Z, — Z,, <0. i

O Lema 3.2 comeca a nos mostrar a relacdo que existe entre as permutacoes

livrementes comparaveis e o Grafo das Inversées, que é notado por G, = (Ily, W).

Lema A.2 Sejam py,p2 € lIn. Se (p1,p2) e W = Z,, <, Z,,

Prova: Dado pi,p2 € Iy tal que p1 = (p1(1),...,p1(1),1(i + 1),...,p1(N)) e
p2 = (p1(1),...,p1(i+1),01(9),...,p1(N)) com 1 <i < N e pi(i) < pi(i + 1), isto
¢ (pl’pQ) ew.

Fazendo a classificacao dos termos das permutagoes nos trés conjuntos, temos
Py={i}, Pp={i+1}e Po={1,...,i—1,i+2,...,N}. Assim podemos induzir
a bijecdo B(N?) = P, com i € Py, i+ 1 € Pp e ainda tendo que ¢ < i + 1. Pelo

Teorema da Ordenagao Parcial Livre temos Z,, <; Z,,. m

Teorema A.2 Sejam p; e p; vértices do grafo Gy, ligados por um caminho de arcos

em W. Tem-se |[3(p;)| < [S(p;)l, se o somente se, Z,, <; Z,..

Prova: Suponha inicialmente que ||S(p;)|—|S(p;)|| = 1, pelo Lema 3.2 fica claro que
neste caso o teorema é verdadeiro. Suponha agora que a afirmacao seja verdadeira
para um caminho onde || (p;)| — |S(p,)|| = m—1, para simplificar a notagao admita
pi = p1 € pj = pp. Por hipdtese temos que Z,, <; Z,, ,, note que 7, <; Z, .. jaque
S (pm)| — [S(pm+1)|| = 1, entdo por transitividade conseguimos que Z,, <; Z, ...

De volta a notacdo original temos que |3(p;)| < [S(p;), se e somente se, Z,, <; Z,,.

O
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Com o Teorema 3.2 aumentamos o nimero de permutagoes livremente com-
paraveis que sao conhecida. O objetivo é mapear no Grafo de Comparabilidade

todas as permutacoes livremente comparaveis.

Lema A.3 Sejam p; e py duas permutagdes tais que ||S(p1)| — |S(p2)|| = 1 entdo

Z

o € 2y, sao livremente compardveis, se e somente se, p1 e py diferem entre si de

dois elementos.

Prova: (=) Suponha por absurdo a divisdo das permutagdes nos trés conjuntos
Py = {t1,ta}, Pp = {t'} e Py = QY — {Py U Pp}, isso nos da permutagoes que
diferem de mais de 2 elementos. Como a constru¢ao dos conjuntos Py, Pp € Py é

feita em ordem, temos que t; < t,.

Ainda como os elementos de duas permutacdes de QY sé diferem da ordem tem-se

que

S pilt) — pst) = 0. (A1)

teQN

Eliminando os elementos de t € Py, a equacao A.l torna-se

pi(t1) = pi(t1) + pilta) — pi(ta) + ps(t') — p;(t") = 0. (A.2)

Referente a ordenacdo entre os elementos de Py e Pp temos trés possibilidades: (a)

11 <ty < tl; (b)t, <t <tg;e (C)tl <t < 9.

Analisando o item (a) mediante as caracteristicas dos conjuntos Py e Pp, pode-

mos enumerar dois casos.

()

pi(t1) = p;(t2), como pi(t1) < p;(t1) = p;(t2) < p;(t1); (A.3)
pi(t2) = p;(t'), como p;(ta) < pj(ta) = p;(t) < p;(ta);
pi(t') = p;(t1), como pi(t') > p;(t') = p;(t') < p;(t1).

pi(t1) = p;(t'), como p;(t1) < p;(t1) = p;(t') < pj(tr); (A.4)
pi(tz) = p;(t1), como p;(t2) < pj(t2) = p;i(t) < pj(ta);
pi(t') = p;j(t2), como pi(t') > p;(t') = p;(t) < p;(ta).

o4



Para visualizar os casos acima, sejam as permutacoes p; € p;

o) pilts) o pa(t) (A5)
cpi(t) - pi(ta) - py(t) - ..

Utilizando as relagoes em A.3 nas permutagoes ilustrada em A.5 e, em seguida,
A .4 nas mesmas permutagoes, tem-se que [(p;)| — [S(pi)| < 2. Contradicao, pois

por hipétese e diferenca deve ser de uma unidade.

Para o item (b) o raciocinio é analogo, porém no sentido contrario com t' < ¢; <

to, resultando na mesma contradi¢ao com relacdo ao niimero de inversoes.

Para o iltimo caso (c), onde ¢; < t' < 5, temos que Z,, — Z,, pode ser expressa

por

Zp = Zp, = fr,(d) ) — Ay i) + Fio () — b 1) + fo gy — d) ) (AL6)
Subtituindo as igualdades de A.3 em A.6, tem-se:

Zps = Zp; = ft:(d;.(t d i (¢) ) + ftz( i(t2) d+ tl)) + fi ( t) d;(t2)) (A7)

= d;(tl)(ft: - ft;) + d;—(h)(fm fo)+ dp ) (ft’_ - ft:)

Apesar do vetor F'~ estar em ordem nao-crescente, nao ha como afirmar que Z,, —
Zp; < 0ouque Z, — 7, <0, sem o conhecimento prévio dos valores das compo-

nentes e F'~.

Quando substituimos as igualdades A.4 na equacao A.7, o raciocinio é analogo e
chegamos a mesma contradi¢ao. Sendo assim, quando t; < t’ < t5 os produtos nao

sao livremente comparaveis.
Assim, os conjuntos Py e Pp devem ser unitarios.

(<) Considere a expressao 3.2
Zp2 = Z fti(d,:l(t) pz(t + Z ft Pl (t - (t’)) (A8)

Como, por hipotese, os conjuntos Py e Pp sao unitarios, imediatamente temos que
p1(t) = pa(t') e pa(t) = p1(t'). Colocando em evidéncia os termos, a expressao A.8

pode ser reescrita com

Z

p1

— Zp = (fy — ftT)(d;(t) o d;;(t))' (A.9)
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Sabendo-se que os vetores DT e F'~ sao ordenados, temos (d;:l W~ d;;(t)) < 0 e para
t <t = Z, < Z,,. Analogamente, t' <t = Z,, <, Z,,. Conclui-se que p; e p, 530

livremente comparaveis. |

Lema A.4 Sejam py e py em Ily. Se (p1, p2) € W' entdo Z,, <, Z,,.

Prova: Se (p1,p2) € W C W', do Lema A2, Z,, <, Z,,.
Consideremos (py, p2) € (W' — W) — |S(p2)| — [S(p1)| = 1.

Suponhamos por contradicao que Z,, <; Z,,. Dai, 343, tal que ,BC(NtJ;) = Pg com
tePy;t € Pp;i=0,...,p(t)—p1(t)=1ej=0,...,p:1(t) — pa(t') — 1, que induz
pares ordenados (t,t') com t' < tVt € Py e Vt' € Pp. Pelo Lema A.3, os conjuntos
Py =t e Pp = t' sdo unitdrios, em outras palavras diferem de apenas 2 elementos.

Sejam tais permutagoes Py e Pp.

(). op(t) ..

e por definicdo dos conjuntos segue-se

pi(t’) > pa(t') € p1(t) < palt).

Como essas permutacoes diferem apenas de 2 elementos, é facil ver que

pi(t') = pa(t) > pa(1),
p2(t') = p1(t) < pa(t).

Quando o nimero de inversoes é calculado, tem-se que |¥(p1)| > |S(p2)|- Con-

tradi¢do pois temos a hipétese |S(p2)| — [S(p1)| = 1. O

!

inws ltgados por um caminho de

Teorema A.3 Sejam p; e p; vértices do grafo G

arcos em W'. Tem-se |3(p;)| < |S(p;)|, se e somente se, Z,, <; Z,,.

Prova: A demonstracio deste lema é andloga ao do Teorema 3.2, claro que neste

caso os arcos pertencem a W', i

Finalmente o Teorema que é o objetivo do capitulo 3.
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Teorema A.4 Sendo o grafo G’ o fecho transitivo de G, = (x,W') € Grip =

mv mu

—

(Ily, M) o grafo de comparabilidade do Poset (Ily,<;). Tem-se que G% . = Gpriy-

inu

Prova: (C) G, é um subgrafo de G, pois possui o mesmo conjunto de nés e pelo

Teorema A.3, tem-se que W' C M, onde M = {(pi, pj)/pi <i pj,i,j ={1,...,N'}}.

——

(D) Agora devemos mostrar que G, C G

invs OU seja, dadas duas permutacoes

pi e pj em Iy, com Z, <; Z, e [3(p;)| — [S(p;)| = m, deve sempre existir entre

eles um caminho em que os m arcos pertencem a W',

Suponha por contradi¢do que, para todos os caminhos entre p; e p;, existe pelo

menos um arco tal que (pf, pj) ¢ W'. Considerem os caminhos parciais dados por
= (i, P, ) € pa = (05, ;5 pj), tais que {(pi, 0}), (ol p), (05 P5), (P}, pj)} C W'

Segue-se do Teorema A.3 que

Zpi <i Zp; <i Zp&’ = Zp, — Zp;’ <0,

Zp;/ < Zp;, < ij = Zpgf — ij < 0.

Somando as desigualdades resultantes, temos que
(Zﬂi - Zp;’) + (Zpg-’ - ij) <0.

Como (p7, pj) ¢ W', tomemos uma instancia do PQA tal que Z,» > Zpy sendo assim,
é possivel encontrar um K > 0, suficientemente grande, tal que Z,» — Zp;/ =Ke

que somando este valor a equacao acima, tenha
(Zp; — Zpg’) + (Zpg’ - Zpg-’) + (Zp;-’ - ij) >0,

que é igual a Z,, — Z,, > 0, contrariando o fato de (p;, p;) € M. O
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