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Resumo

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) busca analisar propriedades dos grafos através de ma-
trizes representativas de grafos e seus espectros. De uma propriedade proveniente da TEG, a
autocentralidade, surge um importante invariante para o Problema de Isomorfismo de Grafos:
se dois grafos são isomorfos então eles possuem autocentralidades proporcionais. Porém, esta
propriedade não pode ser usada diretamente para resolução do Problema de Isomorfismo de
Grafos Regulares (PIGR), pois todo grafo regular possui autocentralidades iguais. Este traba-
lho apresenta uma estratégia para resolver o PIGR através douso das autocentralidades para
podar a árvore de busca e restringir as possibilidades de mapeamento.

PALAVRAS CHAVE . Isomorfismo. Espectro. Autocentralidade.



Abstract

Spectral Graph Theory (SGT) studies graph properties by graph representation matrix and
its spectrum. A property from SGT, the eigencentrality, provides an important invariant to
Graph Isomorphism Problem: if two graphs are isomorphic, they have proportional eigencen-
tralities. However, this property can not be directly used for solving the Regular Graph Iso-
morphism Problem (RGIP), as every regular graph has the sameeigencentralities. This work
presents a strategy for solving the RGIP through the use of eigencentralities to prune the search
tree and restricting the possibilities for mapping.

KEYWORDS . Isomorphism. Spectro. Eigencentrality.



Conteúdo

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

1 Introdução p. 13

2 Algumas definições de Teoria dos

Grafos necessárias ao trabalho p. 16

3 Teoria Espectral de Grafos p. 22

4 Problema de Isomorfismo de Grafos p. 27

4.1 Algoritmos para Resolução do PIG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . p. 27

4.2 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.32

5 Algoritmos para Detecção de Isomorfismo de Grafos Regulares p. 34

5.1 Autocentralidades para o Isomorfismo de Grafos Regulares (AIGR) . . . . . p. 35

5.1.1 Resultados Teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.41

5.2 β -AIGR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 43

5.3 Formas Alternativas de Modificação dos Grafos . . . . . . . . .. . . . . . . p. 45

6 Resultados Computacionais p. 48

6.1 Detalhes de Implementação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . p. 49

6.1.1 Métodos de obtenção das autocentralidades . . . . . . . . .. . . . . p. 50

6.1.2 Definindo o parâmetro das versões paramétricas . . . . . .. . . . . . p. 55



6.2 Comparando as versões do AIGR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. p. 57

6.2.1 Grafos não isomorfos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p.58

6.2.2 Grafos isomorfos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 63

6.3 Comparação com o NAUTY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 68

7 Conclusão p. 74

Bibliografia p. 76

Apêndice A -- Algoritmos p. 79

Apêndice B -- Tabelas dos Resultados Computacionais - Seçãoda 6.3 p. 81

Gruposrnd-3-reg e irnd-3-reg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 81

Gruposespe iesp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 82

Grupossts-swe ists-sw . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 82



Lista de Figuras

2.1 Grafo planar simples (G1) e um grafo planar com laços e arestas paralelas (G2). p. 17

2.2 Exemplo de um grafo direcionado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . p. 18

2.3 Ilustração de um subgrafo próprio e induzido do grafoG2 da Figura 2.1(b). . p. 18

2.4 Árvore geradora do grafoG2, Figura 2.1(b). . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 18

2.5 Exemplo de um grafo desconexo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . p. 19

2.6 Exemplo de um grafo regular que também é fortemente regular. . . . . . . . . p. 19

2.7 Grafo ao qual se referem as matrizesA(G), Θ(G), L(G) e Q(G) presentes

neste capítulo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 21

3.1 Grafos não isomorfos de mesmo espectro. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . p. 24

3.2 Grafos referentes ao Exemplo 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . p. 25

4.1 G1 eG2 são isomorfos enquantoG1 eG3, eG2 eG3, não o são. . . . . . . . . p. 27

5.1 Exemplo de uma modificação equivalente.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 34

5.2 Grafos G1
1 e G1

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 38

5.3 Grafos G2
1 e G2

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 39

5.4 Grafos G3
1 e G3

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 39

5.5 Grafos G4
1 e G4

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 40

5.6 Grafos G5
1 e G5

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 40

5.7 Grafos G6
1 e G6

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6. . . . . . . . p. 40

5.8 Grafo 2-regular simples e conexo.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46

5.9 Grafos resultantes obtidos com o método de modificação que adiciona2n−1

vértices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 46



5.10 Grafos resultantes obtidos com o método de modificação que adiciona n vér-

tices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 47

6.1 AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupo

grd04. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 53

6.2 AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupogrd04. p. 53

6.3 AIGRn com a adaptação doPower e com a função _dssyevrpara o grupo

igrd04. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 54

6.4 AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoesp. p. 54

6.5 AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoiesp. p. 55

6.6 AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoesp. p. 55

6.7 AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoiesp. p. 56

6.8 Resultados dos testes com o grupogrd04 e as versõesmodnn. . . . . . . . . . p. 59

6.9 Resultados dos testes com o grupogrd04 e as versões emodn. . . . . . . . . p. 59

6.10 Resultados dos testes com o grupogrd10 e as versõesmodnn. . . . . . . . . . p. 59

6.11 Resultados dos testes com o grupogrd10 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 59

6.12 Resultados dos testes com o grupogrd20 e as versõesmodnn. . . . . . . . . . p. 60

6.13 Resultados dos testes com o grupogrd20 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 60

6.14 Resultados dos testes com o grupogrd30 e as versõesmodnn. . . . . . . . . . p. 60

6.15 Resultados dos testes com o grupogrd30 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 60

6.16 Resultados dos testes com o grupogrd40 e as versõesmodnn. . . . . . . . . . p. 60

6.17 Resultados dos testes com o grupogrd40 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 60

6.18 Resultados dos testes com o grupoespe as versõesmodnn. . . . . . . . . . . p. 61

6.19 Resultados dos testes com o grupoespe as versõesmodn. . . . . . . . . . . . p. 61

6.20 Resultados dos testes com o grupoigrd04 e as versõesmodnn. . . . . . . . . p. 63

6.21 Resultados dos testes com o grupoigrd04 e as versões emodn. . . . . . . . . p. 63

6.22 Resultados dos testes com o grupoigrd10 e as versõesmodnn. . . . . . . . . p. 64

6.23 Resultados dos testes com o grupoigrd10 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 64



6.24 Resultados dos testes com o grupoigrd20 e as versõesmodnn. . . . . . . . . p. 64

6.25 Resultados dos testes com o grupoigrd20 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 64

6.26 Resultados dos testes com o grupoigrd30 e as versõesmodnn. . . . . . . . . p. 64

6.27 Resultados dos testes com o grupoigrd30 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 64

6.28 Resultados dos testes com o grupoigrd40 e as versõesmodnn. . . . . . . . . p. 65

6.29 Resultados dos testes com o grupoigrd40 e as versõesmodn. . . . . . . . . . p. 65

6.30 Resultados dos testes com o grupoiespe as versõesmodnn. . . . . . . . . . . p. 65

6.31 Resultados dos testes com o grupoiespe as versõesmodn. . . . . . . . . . . p. 65

6.32 Comparativo com oNautypara o grupogrd04. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 69

6.33 Comparativo com oNautypara o grupoigrd04. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 69

6.34 Comparativo com oNautypara o grupogrd10. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.35 Comparativo com oNautypara o grupoigrd10. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.36 Comparativo com oNautypara o grupogrd20. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.37 Comparativo com oNautypara o grupoigrd20. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.38 Comparativo com oNautypara o grupogrd30. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.39 Comparativo com oNautypara o grupoigrd30. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 70

6.40 Comparativo com oNautypara o grupogrd40. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 71

6.41 Comparativo com oNautypara o grupoigrd40. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 71

6.42 Comparativo com oNautypara o grupornd3. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 71

6.43 Comparativo com oNautypara o grupoirnd3. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 71

6.44 Comparativo com oNautypara o grupoesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 72

6.45 Comparativo com oNautypara o grupoiesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 72

6.46 Comparativo com oNautypara o grupostssw. . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 72

6.47 Comparativo com oNautypara o grupoistssw. . . . . . . . . . . . . . . . . p. 72



Lista de Tabelas

6.1 Quantidades de modificações realizadas pelas versõespAIGRnn e pAIGRn

nos testes com o grupoigrd04. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 56

6.2 Quantidades de modificações realizadas pelas versõespAIGRnn e pAIGRn

nos testes com o grupoiesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 57

6.3 Médias e máximos percentuais das quantidades de modificações realizadas

pelo pAIGRnn nos testes com o grupoiesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 58

6.4 Médias das quantidades debacktrackingsrealizadas pelas versõesmodnn nos

testes com o grupoesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62

6.5 Médias das quantidades debacktrackingsrealizadas pelas versõesmodn nos

testes com o grupoesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 62

6.6 Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes

com o grupoigrd04. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 66

6.7 Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes

com o grupoigrd1049. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 67

6.8 Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodnn obtidas nos tes-

tes com os gruposespe iesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 67

6.9 Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes

com os gruposespe iesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 68

B.1 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

grupornd-3-reg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 81

B.2 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

grupoirnd-3-reg. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 81

B.3 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

grupoesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 82



B.4 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

grupoiesp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 82

B.5 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

gruposts-sw. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 83

B.6 Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o

grupoists-sw. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 83



13

1 Introdução

O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) é um problema de grande interesse entre os

pesquisadores, pois é sabido que o PIG pertence à classe NP (PRESA; ANTA, 2009), porém,

sua classificação é considerada indefinida com respeito às classes de complexidade P e NP-

completo (PORUMBEL, 2009; PRESA; ANTA, 2009). A existênciade algoritmos polinomiais

para determinadas classes de grafos, por exemplo, grafos devalência limitada (LUKS, 1982),

levam alguns pesquisadores a acreditarem no desenvolvimento de um algoritmo polinomial que

comprove que o PIG está em P. Contudo, outras classes de grafos exigem um comportamento

exponencial de algoritmos eficientes (MIYAZAKI, 1996), induzindo outros pesquisadores a

acreditarem que o PIG não está em P. Por outro lado, Karp (1972) e Oliveira e Greve (2005)

creem que o PIG não pertença à classe P e nem à classe NP-completo.

Todavia, vários algoritmos eficientes foram desenvolvidospara o PIG como, por exemplo,

o algoritmo denominado VF (CORDELLAet al., 1999) que consiste em uma busca em pro-

fundidade com técnicas de poda, a sua versão melhorada denominada VF2 (CORDELLAet

al., 2001) e o filtro paramétrico IDL(d) (SORLIN; SOLNON, 2008),que faz uso de um forte

invariante, distâncias entre os vértices, para rerrotulargrafos e restringir as possibilidades de

mapeamento. Além desses, existem algoritmos que buscam identificar o isomorfismo entre os

grafos através de rotulação canônica e automorfismos, caso dos algoritmosBliss(JUNTTILA;

KASKI, 2007),Conauto(PRESA; ANTA, 2009) eNauty(MCKAY, 1981), que é precursor dos

dois primeiros e um dos algoritmos mais referenciados na literatura por sua eficiência.

Outro fator que atrai os pesquisadores são as aplicações do PIG, usado para modelar pro-

blemas em diversas áreas, por exemplo, na identificação de compostos químicos em Química

(CORNIEL; GOTLIEB, 1970; READ; CORNEIL, 1977), reconhecimento de moléculas de pro-

teína em Biologia (ABDULRAHIM; MISRA, 1998), reconhecimento biométrico para identifi-

cação de pessoas (NANDI, 2006), entre outros.

Dois grafos são isomorfos se existir uma função bijetora quemapeie os conjuntos de vérti-

ces preservando as suas relações de adjacências. O PIG consiste em verificar se dois grafos são
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isomorfos ou não, apresentando a bijeção mencionada, no caso afirmativo.

A principal estratégia utilizada na resolução do PIG é a identificação de vértices similares

para mapeamento, isto é, vértices que possuam as mesmas características extraídas de proprie-

dades estruturais dos grafos como sequências de graus, distâncias entre os vértices, centralida-

des de autovetor, entre outras.

A Teoria Espectral de Grafos (TEG) busca analisar propriedades dos grafos através de suas

matrizes representativas (Adjacência, Laplaciana, Laplaciana Sem Sinal, entre outras) e seus

espectros. He, Zhang e Li (2005), Rajasekaran e Kundeti (2009), Santos, Rangel e Boeres

(2010), entre outros, utilizam TEG como ferramenta para identificar características comuns en-

tre os vértices do par de grafos comparados. Através dessas características é possível confirmar

ou refutar a presença de isomorfismo, ou simplesmente reduzir o espaço de busca no qual são

feitas tentativas de mapeamento.

Neste trabalho são considerados apenas grafos regulares não orientados, simples e conexos.

Grafos regulares constituem a classe de grafos de maior desafio, principalmente os fortemente

regulares, pois são grafos que possuem vértices difíceis deserem distinguidos uns dos outros, o

que torna mais difícil identificar se grafos desse tipo são isomorfos, motivando a busca por um

algoritmo eficiente para resolução do Problema de Isomorfismo de Grafos Regulares (PIGR).

Além disso, não foi encontrada uma abordagem que utilize autocentralidades como base de um

procedimento de resolução deste problema. A principal razão para isto é que as informações

advindas do vetor de autocentralidades não possibilitam distinção alguma dos vértices de gra-

fos regulares, pois o vetor de autocentralidades desses tipos de grafos é proporcional ao vetor

unitário (GRASSI; STEFANI; TORRIERO, 2007). OProblema de Isomorfismo de Grafos Ori-

entadosé polinomialmente redutível aoProblema de Isomorfismo de Grafos Não Orientados

como demonstra Miller (1979), o que justifica a restrição a grafos não direcionados. Grafos

não direcionados com arestas paralelas podem ser transformados em grafos simples através da

substituição das arestas paralelas por uma única que as represente, assim como grafos com laços

são facilmente transformados em grafos simples através da retirada dos laços, não interferindo

na propriedade de isomorfismo. Por fim, a resolução doProblema de Isomorfismo de Grafos

Desconexos, implica em resolvê-lo para cada componente conexa.

Este trabalho apresenta uma abordagem de resolução do PIGR que utiliza conceitos de

TEG, as autocentralidades, para buscar um mapeamento que atenda às condições de isomor-

fismo. A matriz de representação de grafos adotada para a implementação da abordagem pro-

posta é a matriz de adjacência. Além disso, as notaçõesG1 e G2, V(G1) e V(G2) e E(G1) e

E(G2), referem-se respectivamente a dois grafos distintos, seusrespectivos conjuntos de vérti-
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ces e de arestas.

O próximo capítulo apresenta conceitos básicos de Teoria deGrafos, baseados em Diestel

(2006) e Abreuet al. (2007), bem como notações e terminologias utilizadas nestadissertação

que são necessárias à compreensão deste trabalho. O Capítulo 3 é baseado em Abreuet al.

(2007) e apresenta conceitos básicos e resultados teóricosde Teoria Espectral de Grafos. O

Capítulo 4 trata do Problema de Isomorfismo de Grafos apresentando algoritmos para sua re-

solução, aplicações e ilustrações de grafos isomorfos e nãoisomorfos. O algoritmo proposto

neste trabalho e variações dele são apresentados no Capítulo 5 e seu desempenho é avaliado no

Capítulo 6. Por fim, o Capítulo 7 apresenta as conclusões e as perspectivas de trabalhos futuros.
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2 Algumas definições de Teoria dos
Grafos necessárias ao trabalho

Um grafo G é uma estrutura(V,E), ondeV é um conjunto finito não vazio eE é um

conjunto composto por pares não ordenados formados por elementos deV. Os elementos de

V são denominadosvértices, enquanto que os elementos deE são denominadosarestas. O

número de vértices deV, conhecido como aordem de G, é normalmente denotado porn e o

número de arestas, otamanho deG, porm.

Cada arestae∈ E é definida e normalmente referenciada por seusextremosu e v, ou seja,

e= {u,v} ∈ E ⊆ V ×V, e a arestae é dita incidente aos seus extremos. O número de ares-

tas incidentes em um vérticev designa ograu ou valência de v e é denotado pord(v). Dois

vérticesu e v são chamados deadjacentesse{u,v} ∈ E, caso contrário, são chamados dein-

dependentes. Também existe a relação de adjacência entre arestas, que são assim denominadas

quando possuem um extremo em comum. Quando isto não ocorre asarestas são chamadas de

independentes. Uma aresta com um único extremo é denominadalaço. Arestas distintas com o

mesmo par de vértices extremos são chamadas dearestas paralelas. Grafos que não possuam

laços nem arestas paralelas são denominadosgrafos simples.

Percursooucadeiaé uma sequência de arestas sucessivamente adjacentes. O percurso cuja

última aresta da sucessão é adjacente a primeira é chamado depercurso fechado. Quando isto

não acontece o percurso é denominadoaberto. O comprimento de um percurso é a quantidade

de arestas nele contidas. Se um percurso não contém arestas repetidas, então ele é denominado

percurso simples. Um percurso simples que não repete vértices é chamado decaminho ou

percurso elementar. Um percurso simples e fechado é denominadociclo e um grafo que não

possui ciclos é chamado deacíclico. O comprimento do menor caminho entre dois vérticesu

e v representa adistância entre eles e é denotado porδ (u,v) ou, simplesmente,δuv. Um grafo

pode ser visualizado através de uma representação geométrica, onde os vértices correspondem

a pontos distintos em um plano e as arestas são representadaspor linhas arbitrárias ligando seus

extremos. Na Figura 2.1 são apresentados exemplos de representações geométricas de grafos.
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No grafoG2, Figura 2.1(b), as arestas{1,2},{2,3} e {3,4} formam um percurso aberto e as

arestas{1,2},{2,3},{3,4} e {1,4} formam um percurso fechado. Este exemplo de percurso

fechado também corresponde a um ciclo. Por sua vez, o grafoG1 (Figura 2.1-a) é exemplo de

um grafo acíclico.

Dois grafosG1 eG2 são isomorfos se, e somente se, existe uma função bijetoraφ :V(G1)→
V(G2) tal que,∀u,v∈V(G1), {u,v} ∈ E(G1)⇔ {φ(u),φ(v)} ∈ E(G2) (DIESTEL, 2006). Tal

função bijetora é chamada deisomor f ismo. SeG1 =G2, entãoφ é denominadaautomorfismo.

Um isomorfismo pode ser visto como uma permutaçãoπ , que aplicada ao conjunto de vértices

de G2 (ou G1) resulta emG1 = Gπ
2 (ou Gπ

1 = G2). G1 ≃ G2 denota queG1 e G2 são grafos

isomorfos. Uma característica que não varia em grafos isomorfos é chamada deinvariante.

O número de vértices, o número arestas e os graus dos vérticesde um grafo são exemplos de

invariantes.

Existem várias classificações para grafos. Podem ser simples, orientados, não orientados,

conexos, desconexos, regulares, fortemente regulares, etc.. Este trabalho resume algumas des-

sas denominações de grafos.

O grafo que pode ser representado geometricamente em um plano de forma que as suas

arestas não se cruzem é denominadografo planar. A Figura 2.1 apresenta exemplos de re-

presentações geométricas de dois grafos planares, sendo que um deles é um exemplo de grafo

simples enquanto que o outro contêm arestas paralelas e laços.

(a)

4 3

21

5

G1

(b)

4 3

21

5

6
G2

Figura 2.1: Grafo planar simples (G1) e um grafo planar com laços e arestas paralelas (G2).

Grafo direcionado ou simplesmentedigrafo é um grafo formado por um conjunto de vér-

tices e um conjunto de pares ordenados de vértices(u,v), geralmente chamados dearcos ou

arestas direcionadas, ondeu é chamado devértice inicial e v, devértice terminal. O grafo

da Figura 2.2 ilustra um digrafo.

Um subgrafo é um grafo formado por vértices e arestas contidos nos conjuntos de vértices

e arestas de outro grafo. Mais formalmente, considere dois grafos G1 e G2, G1 é subgrafo
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4 3
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G3

Figura 2.2: Exemplo de um grafo direcionado.

de G2 (G1 ⊆ G2) se somente seV(G1) ⊆ V(G2) e E(G1) ⊆ E(G2). Por outro lado,G2 é um

supergrafo deG1. SeG1 ⊂ G2 entãoG1 é chamadosubgrafo próprio deG2. G1 é chamado

de subgrafo induzido de G2, seG1 ⊆ G2 e contém todas as arestas{u,v} ∈ E(G2) tais que

u,v∈ V(G1). A Figura 2.3 serve de exemplo. Observe queG4 é subgrafo próprio e induzido

de G2, grafo da Figura 2.1(b). O subgrafo que contém todos os vértices de seu supergrafo é

denominadosubgrafo gerador.

4 3

21
G4

Figura 2.3: Ilustração de um subgrafo próprio e induzido do grafo G2 da Figura 2.1(b).

Grafo conexoé aquele que contém ao menos um caminho ligando qualquer par de vértices.

Um grafo não conexo é denominadografo desconexo. Todo grafo conexo e acíclico é chamado

de árvore. Umaárvore geradora é um subgrafo gerador acíclico. A Figura 2.4 ilustra uma

árvore geradora do grafo da Figura 2.1(b).

4 3

21

5

6
G5

Figura 2.4: Árvore geradora do grafoG2, Figura 2.1(b).
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SejaS um conjunto eS1 ⊆ S. Diz-se queS1 é um conjuntomaximal em relação a uma

propriedadeP, seS1 satisfaz a propriedadeP e não existeS2⊆ Sque contenhaS1 e também sa-

tisfaçaP. Ou seja,S1 não está propriamente contido em nenhum subconjunto deSque satisfaça

P. Se não existirS2⊂ S1 que satisfaçaP, entãoS1 éminimal .

Denominam-secomponentes conexasde um grafoG aos subgrafos maximais deG que

sejam conexos. A propriedadeP, neste caso, é equivalente a ser conexo. Então, um grafo é

conexo somente se ele próprio for uma componente conexa, caso contrário, ele é desconexo. O

grafoG1 da Figura 2.1(a) é um exemplo de grafo conexo e o grafo da Figura 2.5, um exemplo

de grafo desconexo com duas componentes conexas.

4 3

21

5 6

G6

Figura 2.5: Exemplo de um grafo desconexo.

O grafo que possui todos os vértices com mesmo grau é chamadografo regular. O grafo

regular que contém vértices de grauk é normalmente chamado degrafo k-regular. SeG é um

grafo regular tal quek = n-1, entãoG é chamado degrafo completoe denotado porKn. Um

grafok-regular comn vértices tais que, cada par de vértices adjacentes possuaλ vizinhos em

comum e cada par de vértices não adjacentes possuaµ vizinhos em comum é conhecido como

grafo fortemente regular e denotado porsrg(n,k,λ ,µ). Um exemplo de grafo regular, que

também é fortemente regular de parâmetros(5,2,0,1), pode ser visto na Figura 2.6.

2 3

41

5

G7

Figura 2.6: Exemplo de um grafo regular que também é fortemente regular.

Um grafoG é assimétricose admitir apenas o mapeamento identidade em se tratando de
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automorfismo. Ou seja, seG é um grafo assimétrico com conjunto de vértices{1,2, . . . ,n} e

φ : G→ G é um isomorfismo, entãoφ é tal queφ(1) = 1, φ(2) = 2, . . ., φ(n) = n. Figura 2.7,

apresenta um exemplo de grafo assimétrico.

Grafos podem ser representados por matrizes de Adjacência,Distância, Laplaciana, La-

placiana sem Sinal, entre outras. As matrizes apresentadasa seguir são todas indexadas por

vértices, ou seja, a linha ou colunai contém informações do vérticei.

SejaG um grafo de ordemn comV = {1,2, . . . ,n} e i, j vértices deV, onde 1≤ i, j ≤ n. A

matriz de adjacênciadeG, geralmente denotada porA(G), é uma matriz quadrada de ordemn

com entradasai j iguais a 1, se{i, j} é aresta deG, e iguais a zero em caso contrário. A Figura

2.7 é exemplo de um grafo não orientado, simples e conexo do qual foram obtidas as matrizes

A(G), Θ(G), L(G) eQ(G) presentes neste capítulo.

A(G) =

























0 1 1 1 1 0

1 0 1 0 0 1

1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

























.

A matriz distância deG, denotada porΘ(G), é a matriz quadrada de ordemn cujas entra-

dasθi j são iguais aδ (i, j).

Θ(G) =

























0 1 1 1 1 2

1 0 1 2 2 1

1 1 0 1 2 2

1 2 1 0 2 3

1 2 2 2 0 3

2 1 2 3 3 0

























.

Outras duas matrizes de representação de grafos bem conhecidas são as matrizeslaplaciana

e laplaciana sem sinal. A primeira, também chamada porlaplaciano de G e denotada por

L(G), é dada pela diferençaD(G)−A(G), ondeD(G) é a matriz diagonal composta pelos graus

dos vértices deG (Dii = d(i), i ∈V). A segunda é dada pela somaD(G)+A(G) e denotada por

Q(G).
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4 3

21
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6
G8

Figura 2.7: Grafo ao qual se referem as matrizesA(G), Θ(G), L(G) e Q(G) presentes neste
capítulo.

L(G) =

























4 -1 -1 -1 -1 0

-1 3 -1 0 0 -1

-1 -1 3 -1 0 0

-1 0 -1 2 0 0

-1 0 0 0 1 0

0 -1 0 0 0 1

























.

Q(G) =

























4 1 1 1 1 0

1 3 1 0 0 1

1 1 3 1 0 0

1 0 1 2 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

























.

Densidadede um grafoG de ordemn e m arestas é a razãomn ou a razão entrem e a

quantidade de arestas deKn. Um grafo é denominadoesparsose possuir poucas arestas ao

ponto de ser vantajoso explorar esta característica. Esta definição é análoga a definição de

matriz esparsa presente em Saad (2003).
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3 Teoria Espectral de Grafos

O espectro de um grafo, definido a partir do seu conjunto de autovalores, depende da matriz

de representação utilizada. A Teoria Espectral de Grafos busca relacionar propriedades dos gra-

fos através de suas matrizes de representação e seus espectros. Sendo assim, é possível utilizar

teoria espectral de grafos para identificar características que devem ser comuns a grafos isomor-

fos, no intuito de eliminar a possibilidade de isomorfismo, filtrar possibilidades de mapeamento

entre os conjuntos de vértices dos grafos ou até mesmo apresentar uma bijeção entre os vértices

desses conjuntos.

Neste capítulo são apresentados conceitos básicos de Teoria Espectral de Grafos, bem como

resultados teóricos importantes que relacionam o espectrode um grafo e informações proveni-

entes dele com propriedades estruturais de grafos.

SejaG um grafo comn vértices em arestas. O polinômio característico da matriz de adja-

cênciaA(G) do grafoG é dado pordet(λ I−A(G)) e denominadopolinômio característico de

G, denotado porpG(λ ).

Considereλ uma raiz do polinômio característico deG, entãoλ é denominado umauto-

valor de G quando é uma raiz depG(λ ). SeA(G) possuis autovalores distintosλ1 > . . . >

λs com multiplicidades algébrica a(λ1), . . . , a(λs), respectivamente, oespectro deG, denotado

spect(G), é definido como a matriz 2× s, onde na primeira linha se encontra oss autovalores

distintos deG e na segunda linha suas respectivas multiplicidades. Ou seja:

spect(G) =

[

λ1 . . . λs

a(λ1) . . . a(λs)

]

.

O maior autovalor deG é denominadoíndice deG e denotado porλ1.

Exemplo 1 Para ilustrar, considere o grafo G8, Figura 2.7, e seu polinômio característico

pG(λ ) = λ 6−7λ 4−4λ 3+6λ 2+2λ −1, então o espectro de G é:
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spect(G) =

[

2.75371 0.77267 0.30636 −0.60928 −1.32926 −1.89420

1 1 1 1 1 1

]

.

A partir do polinômio característico de um grafo é possível obter a sua quantidade de triân-

gulos. SejaG um grafo de ordemn, marestas e polinômio característicopG(λ ) = λ n+a1λ n-1+

a2λ n-2+ . . .+an-1λ +an. Entãoa1 = 0, a2 =−m e a3 =−2t, ondet é o número de triângulos

contidos emG.

Os autovalores de um grafo também fornecem a quantidade de triângulos que ele contém.

SejaG um grafo de ordemn, m arestas e autovaloresλ1, . . . ,λn. Para obter o total de triângulos

de G basta dividir a soma dos cubos de seus autovalores por seis. Este resultado é parte do

Corolário 2.1 presente em Abreuet al. (2007).

Os resultados que relacionampG(λ ) e os autovalores com o total de triângulos que um grafo

G contém podem ser verificados no Exemplo 1. Neste exemplo podeser visto quea3 = −4 e

os autovalores são 2.7537,0.7727,0.3064,−0.6093,−1.3293 e−1.8942, sendot o número de

triângulos do grafo, então, pelo polinômio característicodeG:

t =
a3

−2
= 2

E pelos autovalores deG:

t =
(2.7537)3 + (0.7727)3 + (0.3064)3 + (-0.6093)3 + (-1.3293)3 + (-1.8942)3

6

t = 1.936

Portanto, a quantidade de triângulos presentes no grafo é igual a 2, o que pode ser facilmente

verificado na Figura 2.7.

Grafoscoespectraisou isoespectraissão grafos que possuem o mesmo espectro. Sabe-

se que o espectro é um invariante quando se trata de isomorfismo de grafos, portanto, se dois

grafos são isomorfos eles são coespectrais (ABREUet al., 2007). Porém, a recíproca desta

afirmação não é verdadeira. Um exemplo que comprova esta afirmação pode ser visto na Figura

3.1 (retirada de Santos (2010)).

Um autovetor de um grafoG é um vetor não nulov, tal queM(G)v = λv, ondeM(G)

é uma matriz que representaG e λ é um autovalor dessa matriz. O vetorv é dito autovetor
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Figura 3.1: Grafos não isomorfos de mesmo espectro.

associado ao autovalorλ . O autovetor não negativo associado ao índice de um grafo é também

conhecido comoautovetor principal ou vetor de autocentralidades.

Sejau o autovetor principal de um grafoG simples e conexo. Acentralidade de au-

tovetor (autocentralidade)ui de um vértice de índicei em V(G) é definida como a i-ésima

coordenada do autovetor principalu e denotada neste trabalho porac(i). Esta definição é base

para dois resultados relacionados ao PIG. Se dois grafos sãoisomorfos eles possuem auto-

centralidades proporcionais (SANTOS, 2010; HE; ZHANG; LI,2005). Além disso, as au-

tocentralidades fornecem um resultado que é suficiente quanto ao isomorfismo. SeG1 e G2

são grafos simples, conexos, com mesmo índice, de autocentralidades proporcionais e distin-

tas entre si em cada grafo, então os grafos são isomorfos (SANTOS; RANGEL; BOERES,

2010). O grafoG8, Figura 2.7, é um exemplo de grafo que possui autocentralidades distintas:

ac(1) = 0.564072,ac(2) = 0.449088,ac(3) = 0.509502,ac(4) = 0.389864,ac(5) = 0.204841

eac(6) = 0.163084.

Outro resultado obtido com TEG, presente em He, Zhang e Li (2005), diz que dois grafos

G1 eG2 que tenham todos os autovalores com multiplicidade 1 são isomorfos se, e somente se,

possuírem o mesmo espectro e para cada autovetoru de G1 existir autovetorv em G2 tal que

u = αv, ondeα é uma constante real. Um resultado similar também presente em He, Zhang e

Li (2005), porém, não necessário e suficiente como o anterior, diz que se dois grafos com um

ou mais autovalores de multiplicidade 1 são isomorfos, elespossuem o mesmo espectro e os

autovetores associados a esses autovalores de multiplicidade 1 são proporcionais.

Considerando a matriz laplaciana deG, L(G), o espectro do laplacianode G, denotado

por ζ (G), é a matriz 1× n composta pelos autovalores deL(G) organizados em ordem não

crescente, os quais correspondem as raízes do polinômio característico deL(G), denotado por

σG(µ) = det(µI −L(G)). Portanto, seµ1 ≥ . . .≥ µn denotam os autovalores deL(G), então:

ζ (G) =
[

µ1 . . . µn

]

.
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A seguir é apresentado um exemplo, retirado de Abreuet al.(2007), que ilustra os espectros

do laplaciano de dois grafosG1 eG2, o primeiro conexo e o segundo desconexo.

Exemplo 2 Sejam G1 e G2 os grafos da Figura 3.2. Entãoζ (G1) = [4,3,1,0] e ζ (G2) =

[4,3,2,1,0,0,0].

G1 G2

Figura 3.2: Grafos referentes ao Exemplo 2.

A matriz laplaciana fornece algumas informações interessantes, três delas são relatadas a

seguir. Sejamµ1≥ . . .≥ µn os autovalores do laplaciano de um grafoG, então:

a) µn = 0 e o vetor unitário~1 é um autovetor associado;

b) G é conexo se, e somente se,µn-1 > 0;

c) SeG é regular de grauk, entãoµi = k - λn-i , ondeλi são os autovalores deA(G) e 0≤ i < n.

A partir da matriz laplaciana é possível determinar o númerode árvores geradoras de um

grafo. Sejaτ(G) o número de árvores geradoras de um grafoG de ordemn, então

τ(G) = n-2det(J+L(G)) (3.1)

ondeJ é uma matriz de ordemn com todos os seus elementos iguais a 1.

A quantidade de árvores geradorasτ(G) também pode ser obtida diretamente dos autova-

lores não nulos deL(G). Sejamµ1, . . . ,µn-1 os autovalores não nulos deL(G), então:

τ(G) =
µ1µ2 · · ·µn-1

n
. (3.2)

Além disso, seG é k-regular é possível utilizar a relação existente entre os autovalores de

L(G) e A(G) para obter
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τ(G) = n-1pG
′(k), (3.3)

ondepG
′(k) denota a derivada do polinômio característico deA(G).

O polinômio característicopQ(λ ) da matriz laplaciana sem sinalQ(G) e suas raízesq1 ≥
q2 ≥ ·· · ≥ qn, que são autovalores desta matriz, também fornecem informações interessantes.

SejaG um grafo de ordemn, marestas e−p1 o coeficiente deλ n-1 em pQ(λ ), entãom= -p1
2 .O

grafoG ék-regular se, e somente se,nq1 = 4me, neste caso,k= q1
2 e o número de componentes

conexas é igual a multiplicidade deq1. Além disso, seG ék-regular, entãopG(λ ) = pQ(λ + r)

e σG = (-1)npQ(2k - λ +k).

Por fim, vale ressaltar que, de acordo com estudos realizadospor alguns pesquisadores

(ABREU et al., 2007), quando se trata de refutar o isomorfismo entre pares de grafos através do

espectro, a matriz laplaciana sem sinal apresenta melhoresresultados que as demais matrizes

abordadas nesta seção.



27

4 Problema de Isomorfismo de Grafos

A definição de grafos isomorfos, presente no Capítulo 2, afirma que dois grafos são isomor-

fos se existir um isomorfismo entre eles, isto é, uma função bijetora que mapeia seus conjuntos

de vértices preservando adjacências. O Problema de Isomorfismo de Grafos consiste em averi-

guar a existência de um isomorfismo entre dois grafos.

Exemplos de pares de grafos isomorfos e não isomorfos podem ser vistos na Figura 4.1.

É fácil ver que os grafosG1 e G2 são isomorfos, apresentando a função bijetoraφ : V(G1)→
V(G2) com a qual se obtém o mapeamento{(1,6),(2,3),(3,2),(4,1),(5,4),(6,5)}. Porém,

não é possível apresentar uma função bijetoraψ : V(G1)→ V(G3) (ou ψ : V(G2)→ V(G3))

com a qual seja obtido um mapeamento que atenda à definição de isomorfismo, pois esses grafos

possuem claramente diferenças estruturais:G1 e G2 são planares enquantoG3 não é.
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Figura 4.1:G1 e G2 são isomorfos enquantoG1 e G3, eG2 eG3, não o são.

A próxima seção apresenta vários algoritmos presentes na literatura, especialmente algorit-

mos espectrais, pois fazem uso de TEG tal como este trabalho.

4.1 Algoritmos para Resolução do PIG

Existem vários algoritmos desenvolvidos para resolver o PIG, muitos fazendo uso de condi-

ções necessárias ao isomorfismo, os invariantes, para reduzir o tempo de resolução do problema

(OLIVEIRA; GREVE, 2005; RAJASEKARAN; KUNDETI, 2009; SANTOS; RANGEL; BO-
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ERES, 2010). Esses invariantes servem para refutar o isomorfismo entre um par de grafos

ou reduzir as possibilidades de mapeamento entre os vértices subdividindo-os em grupos e for-

mando partições, utilizadas como ponto de partida para algoritmos de busca em árvore. Existem

ainda situações nas quais é possível fazer uso de métodos de refinamento para subdividir ainda

mais as partições. Quando isto não for possível, pode-se recorrer a uma individualização for-

çada, por exemplo, atribuindo um rótulo distinto de qualquer outro, para então refinar a partição

de acordo com essa nova característica no grafo.

Segundo Presa e Anta (2009) são duas as principais abordagens utilizadas por algoritmos de

resolusão do PIG. Uma faz uso do que o autor chama de abordagemdireta, enquanto a outra faz

uso derotulação canônica. Em uma abordagem direta busca-se um isomorfismo entre os grafos

comparados, enquanto que em abordagens que fazem uso de rotulação canônica, calcula-se uma

funçãoC(G1), de um grafoG1, de tal forma que todo grafoG2 isomorfo aG1 tenha rotulação

canônicaC(G2) =C(G1).

O Nauty(MCKAY, 1981) é um algoritmo de rotulação canônica que estabelece um proce-

dimento complexo de resolução do PIG, como o próprio autor afirma em McKay (2009). O

algoritmo recebe um grafo com vértices rotulados, cria uma partição de acordo com esses rótu-

los, ordena lexicográficamente esta partição e aplica um algoritmo de refinamento que gera uma

nova partição ordenada. Se esta partição for discreta, istoé, possuir subconjuntos de vértices

(denominados células) unitários, o algoritmo apresenta a nova rotulação baseada na ordenação

lexicografica das células. Caso contrário, o algoritmo força a subdivisão de uma célula através

da individualização de um vértice, gerando uma nova partição, e realiza um novo refinamento.

Esse procedimento é repetido até que ao menos uma partição discreta seja encontrada. O pro-

cesso de subdivisão e refinamento representa uma busca na árvore referente as possibilidades

de subdivisões forçadas. ONautynão explora todas as possibilidades de descida na árvore.

Ele evita descidas desnecessárias através dos automorfismos encontrados durante o processo

de busca das partições discretas. Uma vez que um automorfismoentre nós de um mesmo ní-

vel da árvore é detectado, aquele recém alcançado não sofre subdivisões e o algoritmo realiza

backtracking. Para mais detalhes consulte o trabalho que deu origem aoNauty(MCKAY, 1981)

ou o trabalho de Hartke e Radcliffe (2009).

Os algoritmosBliss(JUNTTILA; KASKI, 2007) eConauto(PRESA; ANTA, 2009), apre-

sentam melhorias na abordagem de McKay (1981). Assim como oNauty, o Blissfoi projetado

para obter rotulação canônica de grafos, enquanto que oConautoé um algoritmo dedicado a

resolver o PIG através da obtenção de um isomorfismo. Segundoos autores doBliss, este al-

goritmo utiliza melhores estruturas de dados e melhores formas de podar a árvore de busca,
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enquanto que Presa e Anta (2009) afirmam que oConautoevita a construção do grupo de auto-

morfismo por completo. Em ambos os trabalhos os autores relatam resultados que demonstram

a praticidade de seus algoritmos, que de maneira geral apresentam melhor comportamento que

o Nauty, o algoritmo precursor.

Babai, Grigoryev e Mount (1982) utilizam TEG em um complexo algoritmo polinomial

para o PIG de grafos não direcionados com as multiplicidadesde seus autovalores menores

ou iguais am, isto é, grafos com multiplicidade de autovalor limitada. Dado um grafoG não

direcionado e sua matriz de adjacênciaA(G), o autores relacionam os autoespaços desta matriz

com o grupo de automorfismo do grafoG. Os autoespaços são utilizados para a obtenção de

um conjunto de permutações das quais é possível gerar o grupode automorfismo deG em

O(n2m+c), ondem é a multiplicidade do autovalor de maior multiplicidade do grafo ec é uma

constante não negativa.

Segundo Babai, Grigoryev e Mount (1982), foi provado por Leighton e Miller (1979) um

caso especial de detecção de isomorfismo de grafos com autovalores todos distintos na ordem

deO(n3). Miller (2011) disponibiliza um manuscrito original digitalizado deste trabalho. Neste

manuscrito fica clara a ideia de utilização dos autovetores para resolução do PIG, porém o

procedimento apresentado não tem por base as matrizes de adjacências de dois grafos, mas

um par de matrizes que sejam não singulares, simétricas e coespectrais. Dessa forma a ideia

é desenvolvida sobre o isomorfismo de matrizes. Duas matrizes A1 e A2 são isomorfas se,

e somente se, existir uma matriz de permutaçãoP tal queA1 = PA2P -1. Leighton e Miller

(1979) apresentam um resultado que é a base do procedimento de resolução: SejamA1 e A2,

matrizes não singulares, simétricas e coespectrais,U eV matrizes cujas colunas correspondem

aos autovetores deA1 e A2, P uma matriz de permutação eE umamatriz bloco diagonal1 tal

que cada blocoEi é ortogonal e possui dimensão igual a multiplicidade do autovalorλi (quando

ordenados de forma não decrescente) deA1. EntãoA1 = PA2P -1 se, e somente se,UE = PV.

SeA1 e A2 são matrizes de autovalores todos distintos, entãoE é uma matriz diagonal com

|eii |= 1.

O procedimento descrito por Leighton e Miller (1979) usa as coordenadas dos autovetores

para particionarU e V em blocos de linhas mapeadas porP. SeUE = PV, entãoeju j = Pvj

para todo 1≤ j ≤ n. Uma vez que|ej | = 1, P permuta as linhas deV de forma que, para todo

1≤ i, j ≤ n, |ui j |= |vp
i j |, ondevp

i j denota as entradas deV permutadas segundoP. Consequente-

mente,U eV podem ser particionados em blocos correspondentes de vetores linha. Os autores

apresentam um algoritmo para realização deste particionamento, no entanto, o procedimento de

1Uma matrizM é bloco diagonal se seus elementos não nulos se encontram agrupados em submatrizes quadra-
das, que possuam suas diagonais principais formadas pelos elementos da diagonal principal deM.



4.1 Algoritmos para Resolução do PIG 30

resolução do PIG apresentado a seguir é baseado na reprodução recente desse trabalho feita por

Rajasekaran e Kundeti (2009).

ConsidereG1 eG2 grafos coespectrais com respectivos autovalores ordenados de forma não

crescenteλ1, . . . ,λn e β1, . . . ,βn, todos com multiplicidade 1, obtidos de suas matrizes de adja-

cência. Sejamv1, . . . ,vn os respectivos autovetores associados aλ1, . . . ,λn eu1, . . . ,un os respec-

tivos autovetores associados aβ1, . . . ,βn, ondevi = (v1
i ,v

2
i , . . . ,v

n
i ) eui = (u1

i ,u
2
i , . . . ,u

n
i ). Então,

G1 e G2 são isomorfos se, e somente se,ui = c(Pvi), 1≤ i ≤ n, c uma constante real eP uma

matriz de permutação (HE; ZHANG; LI, 2005; RAJASEKARAN; KUNDETI, 2009). Consi-

derando esta afirmação, é possível resolver o PIG verificandose cada par{vi ,ui} é composto

por autovetores proporcionais. Isto pode ser feito atravésda normalização dos autovetores, or-

denação e posterior comparação de suas coordenadas. Se os autovetores forem proporcionais

então os grafos são isomorfos, caso contrário, não isomorfos. Se os grafos são isomorfos é

possível obter um isomorfismo como segue. Se as coordenadas devi são todas distintas, então o

vértice 1 deV(G1) pode ser unicamente identificado porv1
i , o vértice 2 deV(G1) porv2

i , e assim

sucessivamente. De maneira análoga, cada vérticei ∈V(G2) pode ser unicamente identificado

por ui
i . Após esse processo de rotulação, os vértices de mesmo rótulo são mapeados e, assim,

o isomorfismo é obtido. Caso contrário, partições dos conjuntos de vértices dos grafos são ob-

tidas com o mesmo processo de rotulação descrito anteriormente utilizando-sev1 e u1, seguido

de uma ordenação por rótulos para agrupar vértices com rótulos iguais. Depois, as coordenadas

de v2 e u2 são utilizadas para refinar essas partições, agregando ao rótulo de cadai ∈ V(G1)

a coordenadavi
2 e ao rótulo de cadai ∈ V(G2) a coordenadaui

2, gerando novos rótulos que

consistem em tuplas(vi
1,v

i
2) para os vértices deV(G1) e (ui

1,u
i
2) para os vértices deV(G2). O

refinamento cessa com a reordenação dos vértices segundo os novos rótulos. Se após este pri-

meiro refinamento as partições forem discretas, o isomorfismo é obtido pelo mapeamento dos

vértices de mesmo rótulo. Caso contrário, um novo processo de refinamento é realizado com

as coordenadas dev3 e u3. Obviamente os refinamentos se repetem até que seja obtida uma

partição discreta ou todos os autovetores tenham sido utilizados para refinamento.

He, Zhang e Li (2005) apresentam um procedimento que usa a mesma ideia de Leighton e

Miller (1979), mas sem a limitação de que os grafos tenham autovalores todos distintos. Eles

particionam os conjuntos de vértices utilizando os autovetores que forem associados a autova-

lores de multiplicidades 1. Se após todos os refinamentos as partições geradas forem discretas,

o PIG está resolvido. No entanto, caso isto não ocorra, os autores ressaltam a necessidade de

um algoritmo para tentar encontrar um isomorfismo baseando-se nessas partições, eles mesmos

propuseram um procedimento que pode ser visto em Heet al. (apud HE; ZHANG; LI, 2005,

p. 663)
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Santos, Rangel e Boeres (2010) apresentam um algoritmo de resolução do PIG semelhante

aos algoritmos de Leighton e Miller (1979) e He, Zhang e Li (2005). A diferença para seus

precursores é a utilização de um único autovetor para particionar os conjuntos de vértices, o

autovetor principal. Em caso dessa partição não ser discreta os autores utilizam um algoritmo

de busca em árvore para tentar encontrar um isomorfismo, comoHe, Zhang e Li (2005).

Além de apresentarem uma reprodução do trabalho de Leightone Miller (1979), Rajase-

karan e Kundeti (2009) apresentam mais três algoritmos espectrais para resolução do PIG, o

primeiroO(n4), o segundoO(n6) e o terceiroO(n5), todos com base em uma ideia de modifi-

cação que adiciona laços aos vértices dos grafos.

O primeiro algoritmo proposto por Rajasekaran e Kundeti (2009), oGraphIsomorphism2,

calcula o que eles chamam de família de espectros de cada grafo. A família de espectro

de um grafoG de ordemn consiste em um conjunto de espectrosS1,S2, . . . ,Sn, onde cadaSi,

1≤ i ≤ n, corresponde ao espectro deGi , grafo com um único laço que é resultante da adição

da aresta{i, i}. De posse das famílias de espectros de cada grafo, o algoritmo as compara e

informa que os grafos são isomorfos se elas forem iguais, caso contrário, informa que os grafos

não são isomorfos.

O segundo e o terceiro algoritmos propostos por Rajasekarane Kundeti (2009), respec-

tivamente denominadosFindPermutatione RandFindPerm, utilizam o conceito devértices

simétricosdefinido pelos autores como a seguir. Considere dois grafosG1 e G2 com suas res-

pectivas matrizes de adjacênciaA(G1) eA(G2). SejamAi(G1) eA j(G2) matrizes resultantes das

inserções das arestas{i, i} a E(G1), i ∈V(G1), e{ j, j} a E(G2), j ∈V(G2), respectivamente.

Os vérticesi e j sãosimétricosse o espectro deAi(G1) for igual ao espectro deA j(G2).

O algoritmoFindPermutationprocura mapear cada vérticei ∈ G1 a um vértice simétrico

j ∈G2, separando este processo em duas fases. Na primeira, apenaso vérticei ∈G1 que possui

um único vértice simétrico emG2 são mapeados. Na segunda fase o algoritmo busca mapear

cada vértice deG1 não mapeado na primeira fase com qualquer vértice simétricoem G2. Se

para algumi ∈ G1 não houver simétrico emG2, o algoritmo informa que os grafos compara-

dos não são isomorfos. ORandFindPermtambém busca mapear vértices simétricos emG1 e

G2, mas este algoritmo mapeia cadai ∈G1 com o primeiro simétrico encontrado emG2. Caso

o RandFindPermnão encontre emG2 um vértice simétrico parai ∈ G1, o algoritmo desfaz

todos os mapeamentos, realiza uma permutação aleatória emA(G1) e reinicia o processo de

mapeamento desde o começo. Este algoritmo encerra ao encontrar um mapeamento ou após

um número arbitrário de permutações aleatórias realizadasemA(G1). Obviamente, se um ma-

peamento for encontrado os grafos são considerados isomorfos, caso contrário, não isomorfos.
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Rajasekaran e Kundeti (2009) relatam que oGraphIsomorphism2 pode não funcionar

com certos tipos de grafos fortemente regulares, em contrapartida, oFindPermutatione o

RandFindPermparecem não apresentar o mesmo problema.

O trabalho de Spielman (1996) usa informações do espectro para realizar uma análise de

tempo de procedimentos de individualização e refinamento voltados ao Problema de Isomor-

fismo de Grafos Fortemente Regulares (PIGFR). De acordo com certas características, Spiel-

man subdivide esse conjunto de grafos em classes para determinar a complexidade de tempo de

resolução do PIGFR classe por classe. O autor descarta todosos grafos fortemente regulares

formados por uniões disjuntas de subgrafos completos e seuscomplementos, afirmando que

tratam-se de grafos com resolução trivial, e considera apenas aqueles que possuemk≥
√

n-1.

Ao final de sua análise, Spielman apresenta um resultado afirmando que o PIGFR pode ser

resolvido emnO(n1/3log n).

4.2 Aplicações

As aplicações do PIG normalmente são voltadas ao reconhecimento deobjetos2, pois estes

podem ser transcritos em um grafo. O PIG auxilia tal identificação no momento em que uma

ou mais comparações entre grafos são realizadas para a reconhecimento de imagens. Desde

o momento em que o sucesso do reconhecimento está ligado à qualidade da transcrição dos

objetos pode-se notar a importância dos esforços dispendidos para transcrevê-los de forma fiel.

Nandi (2006) e Ferreira, Pereira e Carreira (2001) são exemplos de trabalhos que rela-

tam processos de transcrição e utilizam o PIG para reconhecimento biométrico baseado em

impressões digitais. Devido a peculiaridades presentes emimpressões digitais denominadas

minúcias (terminações de linhas, bifurcações, lagos, entre outras) é possível gerar um grafo

para representá-las. Para isto basta fazer de cada minúcia um vértice rotulado com o seu tipo e

sua posição geométrica na imagem, bem como fazer de cada segmento de reta delimitado por

minúcias, uma aresta valorada pela distância entre elas.

Outra aplicação do problema é apresentada em Cordellaet al. (2000), que trata da utiliza-

ção do PIG na detecção de componentes em uma imagem. Nesta abordagem, considerando a

codificação adotada para as imagens a serem analisadas, as arestas representam as linhas dos

componentes e os vértices a junção ou pontos terminais destas linhas. Estes vértices possuem

rótulos de posição e formato, e as arestas rótulos de orientação e comprimento.

O reconhecimento de componentes químicos é um tipo de aplicação cuja obtenção de um

2A palavra objeto é utilizada para referenciar tudo aquilo que pode ser representado por um grafo.
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grafo representativo é trivial. Basta fazer de cada átomo umvértice rotulado e de suas ligações,

as arestas. A identificação de componentes químicos é importante em Química, como relata

Read e Corneil (1977).
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5 Algoritmos para Detecção de
Isomorfismo de Grafos Regulares

Neste capítulo são propostos quatro algoritmos para resolução do Problema de Isomorfismo

de Grafos Regulares (PIGR). Esses algoritmos modificam os grafos de entrada como fazem Ra-

jasekaran e Kundeti (2009), mas através da inclusão de vértices e arestas de maneira a evidenciar

assimetrias nos mesmos, gerando grafos simples e conexos, oque não ocorre após cada modifi-

cação feita pelos algoritmos de Rajasekaran e Kundeti (2009). As assimetrias geradas facilitam

a identificação dos vértices dos grafos de entrada a serem mapeados.

Considerando dois grafos regulares, simples e conexosG1 e G2, os algoritmos são basea-

dos na ideia de preservação de isomorfismo entreG1 e G2 após serem realizadasmodificações

equivalentes1 em ambos os grafos. Ou seja, a realização demodificações equivalentesem um

par de grafos isomorfos deve resultar em outro par de grafos isomorfos.

Um exemplo de uma modificação equivalente pode ser visto na Figura 5.1 onde, consi-

derando os grafos da Figura 4.1,G′1 é o grafo resultante das adições do vértice 7 e da aresta

{2 ,7} ao grafoG1 eG′2 é o grafo resultante de uma modificação equivalente caracterizada pelas

adições do vértice 7 e da aresta {3,7} a G2.

1 2

3

7

4 5

6

G′1

6 3

2

7

1 4

5

G′2

Figura 5.1:Exemplo de uma modificação equivalente.

Todos os algoritmos consistem em procedimentos de busca na árvore de mapeamentos pos-

1É considerado como modificação equivalente a aplicação do mesmo conjunto de operações de edição de grafos
(inserção de vértice e de aresta) em ambos os grafos.
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síveis que, como no trabalho de Santos, Rangel e Boeres (2010), utilizam o resultado que afirma

que grafos isomorfos possuem as mesmas autocentralidades para restringir possibilidades de

mapeamento e evitar descidas por caminhos que não levam a umasolução válida do problema.

Esta é mais uma diferença para os algoritmos propostos por Rajasekaran e Kundeti (2009), os

quais possuem como base o resultado que afirma que grafos isomorfos são coespectrais.

Os algoritmos propostos neste trabalho diferem de acordo com o método de modificação

utilizado (Seção 5.3) e a quantidade de modificações equivalentes realizada.

5.1 Autocentralidades para o Isomorfismo de Grafos Regu-
lares (AIGR)

Dados dois grafosk-regularesG1 eG2 simples e conexos de ordemn, o principal algoritmo

proposto neste trabalho, denominado AIGR (Autocentralidades para o Isomorfismo de Grafos

Regulares), busca evidenciar assimetrias nesses grafos através da inclusão de vértices e ares-

tas, de forma a facilitar a busca por um isomorfismo (SANTOS; RANGEL; BOERES, 2010;

RAJASEKARAN; KUNDETI, 2009). O AIGR realizan modificações equivalentes emG1 e

G2 de maneira que os respectivos grafos resultantes,Gn
1 e Gn

2, sejam simples e conexos. Em

cada modificação realizada, cada vértice adicionado a um dosgrafos é ligado somente a um

único vértice do mesmo por uma nova aresta. Para cadav∈V(G1) que tem seu grau e autocen-

tralidade modificados, o algoritmo buscau∈ V(G2) que possua os mesmos valores de grau e

autocentralidade após sofrer modificação equivalente ao vértice v. Dessa forma é esperado em

caso de isomorfismo entreG1 e G2 que, para cada sequência de adições de vértices e arestas

realizadas emG1, exista uma sequência de modificações equivalentes a serem realizadas emG2

que permita a identificação de um mapeamento atendendo às condições de isomorfismo.

O AIGR é apresentado no Algoritmo 1. É fácil perceber que o algoritmo realiza uma

busca em profundidade com poda na árvore relativa a todos os mapeamentos que podem ser

realizados entreV(G1) e V(G2), na tentativa de encontrar um que caracterize o isomorfismo

entre os grafos comparados. A poda da árvore de busca é realizada através da utilização das

autocentralidades dos vértices, antes e depois de cada modificação equivalente, como pode

ser visto na ilustração dos passos do AIGR feita no Exemplo 3.Além disso, o algoritmo faz

uso da técnica dobacktracking, caso não seja possível encontraru ∈ V(G2) que após sofrer

modificação equivalente av∈V(G1), fique com o mesmo valor de autocentralidade e os grafos

resultantes com vetores principais proporcionais.

As funçõesac(·) e avp(·) representam, respectivamente, a autocentralidade de um vértice
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e o autovetor principal de um grafo. O algoritmo utiliza os seguintes critérios:

• C1 - Seleção do vértice a ser modificado

Estabelece que seja selecionado um vértice de grauk que não seja vizinho de vértices

adicionados ao grafo, ou seja,v∈V(G1)⊆V(Gi
1) tal que,∀ w∈V(Gi

1)\V(G1), {v,w} /∈
E(Gi

1)\E(G1), 1≤ i ≤ n, ondeGi
1 é o grafo resultante dei modificações realizadas em

G1. Este critério é aplicado somente a vértices deG1.

• C2 - Seleção de um candidato a mapeamento

Este critério é utilizado para reduzir as tentativas de mapeamento. Ele estabelece que

seja selecionado para tentativa de mapeamento comv∈V(G1)⊂V(Gi
1), um vérticeu∈

V(G2)⊆V(Gi-1
2 ), 1≤ i ≤ n, tal que d(u) = k, a autocentralidade deu seja igual ax, onde

x é a autocentralidade dev∈V(G1)⊆V(Gi-1
1 ), eu ainda não tenha sido mapeado comv.

• C3 - Critério de mapeamento

Determina que os vértices selecionados emC1 eC2 sejam mapeados somente se possuí-

rem as mesmas autocentralidades e os grafos resultantesGi
1 e Gi

2, 1≤ i ≤ n, possuírem

autovetores principais proporcionais. Além disso, este critério desempenha papel fun-

damental na poda da árvore de busca, pois caso nenhuma das tentativas de mapeamento

atenda a este critério, o AIGR realizabacktracking.

Uma vez selecionado de acordo com o critérioC1, o vérticev∈V(G1) ⊂V(Gi-1
1 ) (Passo

2), 0< i ≤ n, i novos vértices são ligados a ele e o autovetor principal do grafo resultanteGi
1

é calculado (Passo 3). Em seguida o algoritmo procura um vérticeu ∈ V(G2) ⊂ V(Gi-1
2 ) que

atenda ao critérioC2 (Passo 4- linhas 12 e 13). Se não encontrar tal vérticeu e não for possível

realizarbacktracking(Passo 5), o algoritmo identifica os grafos como não isomorfos (Passo 7).

Se não encontraru e i 6= 0, o algoritmo realizabacktracking(Passo 5). Seu for encontrado,i

novos vértices são ligados au e o autovetor principal do grafo resultanteGi
2 é calculado (Passo

4 - linhas 14 e 15). Então, se o critérioC3 for atendido, um mapeamento parcial entrev e u é

realizado (Passo 4- linha 17) e o algoritmo desce ao próximo nível da árvore (Passo 6). Caso

contrário, o algoritmo remove os novos vértices ligados au (Passo 4- linha 18) e busca em

V(G2) ⊂ V(Gi-1
2 ) outro candidato a mapeamento comv. Por fim, caso um vértice folha seja

alcançado, isto é, casoGn
1 e Gn

2 sejam gerados, o algoritmo verifica o mapeamento encontrado

e o retorna caso seja válido, senão, realizabacktracking.

Exemplo 3 Para ilustrar os passos do algoritmo são utilizados como grafos iniciais,G0
1 e G0

2,

os grafos 3-regulares isomorfosG1 e G2 da Figura 4.1, respectivamente. A obtenção deG0
1 e
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Algoritmo 1 : Algoritmo AIGR.
Dados: [Dois gra f os G1 e G2 k-regulares simples de mesma ordem n]
Passo1 :1

G0
1←G1; G0

2←G2; i← 1.2

Calcule os autovetores principais de G0
1 e G0

2;3

Passo2 :4

Se (∄ v∈V(G1)⊆V(Gi-1
1 ) de grauk) então Vá ao Passo7;5

Escolhav ∈V(G1)⊆V(Gi-1
1 ) de grauk.6

Passo3 :7

x← ac(v);8

Obtenha Gi
1 ligando i novos vértices av;9

Calcule o autovetor principal de Gi1;10

Passo4 :11

Para cada u ∈V(G2)⊆V(Gi-1
2 ) faça12

Se ((d(u) = k) & (ac(u) = x)), então13

Obtenha Gi
2 ligando i novos vértices au;14

Calcule o autovetor principal de Gi2;15

Se (avp(Gi
2)é proporcional a avp(Gi

1) & ac(u) = ac(v)), então16

Mapeieu ev e vá ao Passo6;17

Remova os novos vértices que f oram ligados au;18

Passo5 (Backtracking) :19

i← i-1;20

Se (i < 1), então Vá ao Passo7;21

Remova os novos vértices que f oram ligados av;22

Recuperew ∈V(Gi
1) que f oi selecionado na modi f icação de número i;23

Remova os novos vértices que f oram ligados ao vértices mapeado comw;24

Des f aça o mapeamento entres ew; v← w;25

Calcule o autovetor principal de Gi1;26

x← ac(v);27

Vá ao Passo4.28

Passo6 :29

i← i + 1;30

Se (i ≤ n), então Vá ao Passo2.31

Passo7 :32

Se (i = n+1), então33

Se o mapeamento encontrado for válido,então34

“Apresentar o mapeamento V(G1)→V(G2) encontrado.”
Senão Vá ao Passo 5;35

Senão “Os gra f os G1 e G2 não são isomor f os!”36

G0
2 corresponde ao primeiro passo do AIGR. Note que não é necessário calcular as autocen-

tralidades desses grafos, pois é sabido que todo grafo regular possui autocentralidades iguais
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(GRASSI; STEFANI; TORRIERO, 2007). As modificações realizadas ao longo do algoritmo

são representadas pelos grafos resultantesGi
1 eGi

2, 1≤ i ≤ n.

No Passo 2o algoritmo escolhe um vértice de grau 3 emV(G1), por exemplo o vértice 1.

Então, noPasso 3 G11 (Figura 5.2) é obtido com as adições do vértice 7 aV(G1) e da aresta

{1 ,7} a E(G1), e suas autocentralidades (autovetor principal) são calculadas. Veja o grafoG1
1

presente na Figura 5.2(a).

avp(G1
1) : 44044 40269 40269 39817 38887 38887

(a)
avp(G1

2) : 44044 38887 38887 40269 40269 39817

(b)

1 2

3

7

4 5

6

G1
1

6 3

2

7

1 4

5

G1
2

Figura 5.2:Grafos G1
1 e G1

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

No Passo 4busca-se um vérticeu em V(G2) que atenda ao critérioC2, isto é, que te-

nha grau3 e mesma autocentralidade que 1∈ V(G1). É sabido que os autovetores principais

de grafosk-regulares de mesma ordem são proporcionais ao vetor unitário (GRASSI; STE-

FANI; TORRIERO, 2007), logo, qualquer vértice emV(G2) possui mesma autocentralidade

que 1∈V(G1). Assim, o vértice 1∈V(G2) é um candidato a mapeamento com 1∈V(G1). En-

tão,G1
2 (Figura 5.2-b) é obtido com as adições do vértice 7 aV(G2) e da aresta {1,7} a E(G2),

e suas autocentralidades são calculadas. Pode ser visto nosautovetores principais de cada grafo

resultante (Figura 5.2-a e Figura 5.2-b) que para cada autocentralidade emG1
1 existe uma au-

tocentralidade proporcional emG1
2 e as autocentralidades dos vértices 1∈ V(G1) ⊂ V(G1

1) e

1∈V(G2) ⊂V(G1
2) são proporcionais, ou seja, o critério de mapeamentoC3 pode ser verifi-

cado, por conseguinte esses vértices são mapeados. Então, oalgoritmo segue para oPasso 6e,

1= i ≤ 6, retorna aoPasso 2.

Novamente noPasso 2o algoritmo escolhe um vértice de grau3 emV(G1
1), por exemplo

o vértice 2. Então, noPasso 3, G2
1 (Figura 5.3-a) é obtido com as adições dos vértices 8 e 9 a

V(G1
1) e das arestas {2,8} e {2,9} a E(G1

1), e suas autocentralidades são calculadas.

No Passo 4busca-seu emV(G1
2) que atenda ao critério de seleção de candidato a mapea-

mentoC2. Pela Figura 5.2(b) pode ser visto que os vértices 4 e 5 emV(G2)⊂V(G1
2) atendem

a este critério. Selecionando pelo menor índice,G2
2 (Figura 5.3-b) é obtido com as adições dos

vértices 8 e 9 aV(G1
2) e das arestas {4,8} e{4,9} a E(G1

2), e suas autocentralidades são cal-
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avp(G2
1) : 42415 46442 39030 36072 37036 35263

(a)
avp(G2

2) : 42415 35263 37036 46442 39030 36072

(b)

1 2

3
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1
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5
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2

Figura 5.3:Grafos G2
1 e G2

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

culadas. Como após as modificações o critérioC3 pode ser verificado (Figura 5.3), os vértices

2∈V(G1) ⊂V(G2
1) e 4∈V(G2) ⊂V(G2

2) são mapeados. O algoritmo vai aoPasso 6e, como

2= i ≤ 6, retorna aoPasso 2.

Seguindo os passos do AIGR como exemplificado com as duas primeiras modificações

obtém-seG6
1 e G6

2. As Figuras 5.4, 5.5, 5.6 e 5.7 ilustram os grafos gerados da terceira modifi-

cação em diante.

avp(G3
1) : 40157 43554 47578 31525 32305 33230 avp(G3

2) : 40157 33230 32305 43554 47578 31525

1 2
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7
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10
11
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G3
2

Figura 5.4:Grafos G3
1 e G3

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

Após todas as modificações, o algoritmo vai aoPasso 7, verifica o mapeamentoφ : {1 →
1, 2→ 4, 3→ 5, 4→ 6, 5→ 3,6→ 2} encontrado e o apresenta, pois trata-se de um mapea-

mento que atende às condições de isomorfismo.

É importante ressaltar que as autocentralidades de grafos regulares são todas iguais e que

não é necessário calculá-las efetivamente, basta passar vetores de entradas iguais noPasso1.

Além disso, note que o algoritmo pode ser interrompido no momento em que o critérioC3

for atendido e todos os vértices de grauk estiverem com autocentralidades distintas, pois neste

ponto cada vértice deG1 ∈Gi
1 possui apenas um candidato a mapeamento emG2 ∈Gi

2 (veja os



5.1 Autocentralidades para o Isomorfismo de Grafos Regulares (AIGR) 40

avp(G4
1) : 37884 37823 40948 43673 32660 33352 avp(G4

2) : 37884 33352 32660 37823 40948 43673
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Figura 5.5:Grafos G4
1 e G4

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

avp(G5
1) : 31923 34965 34003 41463 45646 32491 avp(G5

2) : 31923 32491 45646 34965 34003 41463
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Figura 5.6:Grafos G5
1 e G5

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

avp(G6
1) : 26755 28993 31640 38724 41964 45795 avp(G6

2) : 26755 45795 41964 28993 31640 38724
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Figura 5.7:Grafos G6
1 e G6

2 e as autocentralidades do vértice1 ao vértice6.

autovetores da Figura 5.3).
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No Exemplo 3 não houve realização debacktracking, pois os critériosC2 e C3 foram

atendidos em todas as iterações do algoritmo. Para ilustraro backtracking, suponha que no

Exemplo 3 o critérioC3 não foi satisfeito na tentativa de mapeamento do vértice 2 emV(G1
1)

com o vértice 4 deV(G1
2). Suponha, também, que o critérioC3 não foi atendido em uma

tentativa de mapeamento do vértice 2 emV(G1
1) com o vértice 5 deV(G1

2). Como emG1
2

são apenas dois os candidatos a mapeamento com o vértice 2 deV(G1
1) (veja a Figura 5.2), o

algoritmo vai aoPasso 5. Neste passo a variável de controle é decrementada e verifica-se a

possibilidade de execução debacktracking(linhas 20 e 21 do Algoritmo 1). Como o algoritmo

estava na segunda tentativa de realização de modificação equivalente, obacktrackingpode ser

executado. Isto é feito como descrito a seguir. Primeiro os vértices e arestas adicionados na

segunda modificação realizada sobreG1 para obtenção deG2
1 são removidos, voltando-se ao

grafo G1
1 (Figura 5.2-a). Depois, o vértice e a aresta adicionados para obtenção deG1

2 são

removidos e volta-se aG2. Neste ponto o algoritmo retorna aoPasso 4e tenta mapear o vértice

1 deV(G1) com outro vértice deV(G2).

5.1.1 Resultados Teóricos

É sabido que se dois grafos são isomorfos, então eles possuemautovetores principais pro-

porcionais (SANTOS, 2010; HE; ZHANG; LI, 2005) e para cada vértice de graug em um grafo,

existe vértice de mesmo grau no outro. Se isto ocorre, então omapeamento dos vértices deve

ser realizado somente entre vértices de mesma autocentralidade e mesmo grau. Isso valida o

uso das autocentralidades na poda da árvore de busca, mas nãogarante o sucesso do AIGR na

busca por um isomorfismo. A seguir são apresentados resultados teóricos para validação do

AIGR.

Lema 5.1.1 Considere G um grafo regular de ordem n e m arestas e G1,G2, . . . ,Gn os grafos

resultantes de n modificações realizadas de acordo com o AIGR. Então, Gn é tal que

|V(Gn)|= n+
n(n+1)

2
e |E(Gn)|= m+

n(n+1)
2

(5.1)

Prova:

Em cada modificação de númeroi, 1≤ i ≤ n, i vértices são adicionados. Então,|V(Gn)|=
n+∑1≤i≤n i. Mas o somatório nesta igualdade corresponde an(n+1)

2 , isto é, a soma de uma

progressão aritmética de razão 1. Analogamente para as arestas deGn.

�
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Lema 5.1.2 Considere Gn um grafo obtido de acordo com o Lema 5.1.1. Em se tratando de

automorfismo, os vértices de G⊂Gn admitem apenas o mapeamento identidade.

Prova:

Trivial uma vez que emGn os vértices deG possuem graus distintos que variam dek+1 a

k+n.

�

Com base nos grafos resultantes de modificações equivalentes realizadas pelo AIGR, o

Teorema 5.1.1 fornece uma condição suficiente para o isomorfismo de grafos regulares.

Teorema 5.1.1Considere G1 e G2 grafos k-regulares de ordem n e Gq
1 e Gq

2,0< q≤ n, grafos

resultantes de q modificações equivalentes realizadas peloAIGR. Se Gq1 e Gq
2 são isomorfos,

então G1 e G2 são isomorfos.

Prova:

SendoGq
1 e Gq

2 grafos isomorfos, existeφ : V(Gq
1)→ V(Gq

2) que atende às condições de

isomorfismo. Pelos critériosC1 eC2 do AIGR é garantido que, para cadav∈V(G1) de grauk

ao qual são ligadosi vértices nai-ésima modificação, 1≤ i ≤ q, existeu∈V(G2) de grauk que

sofreu modificação equivalente tal quegrau(v) = grau(u). Então, existemq vértices em ambos

os grafos modificados cuja sequência de graus é(k+1,k+2, . . . ,k+q), cujaφ obrigatoriamente

mapeia-os.

Os demais vértices podem ser divididos em dois grupos distintos: n-q vértices de grauk e

os vértices de grau 1 inseridos durante a execução do AIGR. Osvértices de grauk de Gq
1 só

podem ser associados aos vértices de grauk deGq
2. Por fim, cada vértice de grau 1 emGq

1 com

vizinho de grauk+ j, 1≤ j ≤ q, é mapeado com um vértice de grau 1 deGq
2 que tenha vizinho

de grauk+ j.

Portanto,φ estabelece um mapeamento entre os vértices deG1⊆Gq
1 eG2⊆Gq

2 preservando

as adjacências, dado queGq
1 eGq

2 são isomorfos.

�

O Lema 5.1.3 comprova que os grafos resultantes da realização de modificações equivalen-

tes sobre vértices mapeáveis por um isomorfismo são isomorfos.
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Lema 5.1.3 Sejam G1 e G2 grafos k-regulares isomorfos de ordem n, u∈ G1 e v∈ G2, 1≤
u,v≤ n, vértices mapeados pelo isomorfismoφ : G1→ G2. Se Gq

1 é o grafo resultante das

adições dos q vértices n+1, . . . ,n+q e arestas{u,n+1}, . . . ,{u,n+q} ao grafo G1, e Gq
2 é o

grafo resultante das adições de outros q vértices de mesmos rótulos n+1, . . . ,n+q e arestas

{v,n+1}, . . . ,{v,n+q} ao grafo G2, então Gq
1 e Gq

2 são isomorfos.

Prova:

De fato, sendoG1 eG2 isomorfos, existe um isomorfismoφ entre eles. Seja

θ :

{

V(Gq
1)\V(G1) → V(Gq

2)\V(G2)

ω → r

onder é um vértice que possui mesmo rótulo queω. Comφ e θ é possível apresentar um

isomorfismoψ entreGq
1 eGq

2 como a seguir

ψ(s) =

{

φ(s), 1≤ s≤ n

θ(s), s> n

Logo,Gq
1 e Gq

2 são isomorfos.

�

O Lema 5.1.3 demonstra que uma modificação equivalente feitapelo AIGR pode levar gra-

fos isomorfosG1 eG2 a grafos resultantesGq
1 eGq

2, também isomorfos. Portanto, se dois grafos

são isomorfos, existe um isomorfismoφ entre eles, tal que, se o AIGR realizar as modificações

equivalentes sobre os vértices mapeados porφ , os grafos resultantes dessas modificações serão

isomorfos. É exatamente isto que faz o AIGR com o auxílio das autocentralidades. No entanto,

esta é uma afirmação baseada no fato do AIGR ter encontrado um isomorfismo para todos os

pares de grafos isomorfos testados. Portanto, é necessárioprovar que

Conjectura 1 Se G1 e G2 são grafos k-regulares isomorfos de ordem n, então o AIGR encontra

um isomorfismo entre eles.

5.2 β -AIGR

O AIGR adiciona um vértice na primeira modificação realizadanos grafos, dois vértices na

segunda, três na terceira e esse processo é repetido até quen modificações sejam realizadas. Em
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se tratando de métodos de obtenção do autovetor principal que utilizam a matriz de adjacências

no cálculo deste autovetor, é fácil ver que sãon(n+1)/2 vértices adicionados em cada grafo de

entrada, o que resulta em uma complexidade de espaço no pior caso deO(t[n+(n(n+1)/2)]2),

ondet é o tamanho embytesdo tipo de dado utilizado en é a ordem do grafo. Dependendo

da ferramenta utilizada para calcular as autocentralidades é necessário alocar uma matriz ponto

flutuante. Então, para ilustrar, considere uma matriz de adjacências de dados ponto flutuante de

precisão simples e de ordem 200. Como o tipo de dado em questãonormalmente ocupa 4bytes,

o espaço em memória exigido para alocação dessa matriz é aproximadamente 1.54 GB. Logo,

é preciso encontrar uma estratégia para ao menos atenuar o problema. Desta forma, estratégias

para reduzir o uso excessivo de memória foram investigadas.

Quatro maneiras distintas para tratar o problema de memóriaforam propostas. A primeira é

utilizar um método de obtenção do autovetor principal que admita o uso de uma estrutura de re-

presentação de grafos menos custosa em termos de memória. A segunda é a implementação de

uma condição de parada que faça com que o algoritmo seja interrompido se todos os vértices de

grauk possuírem autocentralidades distintas antes da realização de todas asn modificações. A

terceira é a implementação de uma versão paramétrica do AIGR, ou seja, uma versão que tenha

como parâmetro um valorβ , 0< β < n, com o objetivo de reduzir a quantidade de modificações

equivalentes a serem realizadas nos grafos de entrada e, consequentemente, a necessidade de

memória. Esta versão do AIGR seria utilizada para facilitara resolução do PIG por um algo-

ritmo exato, que verificaria se os grafos resultantes obtidos com o AIGR são isomorfos ou não

isomorfos. A quarta e última maneira é utilizar uma outra forma de modificação dos grafos que

não seja custosa em termos de espaço e tempo de execução. Estasolução pode ser vista em

mais detalhes na Seção 5.3.

O β -AIGR é a terceira maneira de tratar o problema da necessidade de muito espaço em

memória exigido pelo AIGR. Este algoritmo recebe dois grafos regulares simples e conexos e

um parâmetroβ , 0< β < n, que define a quantidade de modificações a serem realizadas pelo β -

AIGR. Após essas modificações o processo de resolução do problemapassa a uma segunda fase

(Algoritmo 4 - Apêndice A), na qual os grafos resultantes sãosubmetidos a um algoritmo de

busca em árvore que restringe as possibilidades de mapeamento através das autocentralidades

e verifica as adjacências para cada mapeamento realizado, com o objetivo de encontrar uma

bijeção entre os vértices que atenda às condições de isomorfismo, no caso de grafos isomorfos.

Nota-se, portanto, que o processo de resolução é dividido emduas fases, a primeira consiste na

execução doβ -AIGRe a segunda, na execução de um algoritmo exato que toma como entrada os

grafos resultantes da primeira fase. Essa solução muda a complexidade de espaço paraO(t(n+

[β (β +1)/2)]2), o que pode viabilizar a comparação de grafos de maior ordem,dependendo do
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valor deβ .

A diferença entre os algoritmos é que o AIGR realiza um mapeamento ao passo que evi-

dencia assimetrias, informando ao término de sua execução,se os grafos são isomorfos ou não

isomorfos. Por sua vez, oβ -AIGRapenas realiza um mapeamento parcial, sendo possível a ele

apenas informar que dois grafos não são isomorfos caso não consiga realizarβ modificações

equivalentes em ambos os grafos. Portanto, oβ -AIGRé um algoritmo heurístico.

Além do β -AIGR não ser capaz de identificar se dois grafosG1 e G2 são isomorfos, os

grafos resultantes deste algoritmo possuem autovetores principais que podem não ser válidos

para uso em uma verificação de isomorfismo. Como oβ -AIGR é interrompido ao atingirβ
modificações, não é possível assegurar que não seja necessário realizarbacktrackingpara o

nível β -1 devido a uma eventual impossibilidade de descida para um nível seguinte. Logo, ao

final de um algoritmo exato (segunda fase) que tenha como entradaGβ
1 e Gβ

2 , ou é apresentado

um isomorfismo, o que comprovaria queG1 e G2 são isomorfos (Teorema 5.1.1), ou os grafos

comparados não são isomorfos. Na segunda resposta, não é possível afirmar seG1 e G2 são

isomorfos ou não isomorfos.

Exemplo 4 Para ilustrar o uso doβ -AIGR na resolução do PIGR, considereβ = 2 e os gra-

fos da Figura 4.1 como grafos de entrada. Dessa forma, a Figura 5.3 apresenta exatamente os

grafos resultantes dasβ modificações equivalentes realizadas peloβ -AIGR(primeira fase). Na

segunda fase é possível utilizar qualquer método de resolução do PIG que mapeie vértices se-

gundo suas autocentralidades para obter o isomorfismo 1→ 1, 2→ 4, 3→ 5, 4→ 6, 5→ 3 e

6→ 2 dado pelas autocentralidades dos vértices. Isto porque todos os véritces de grau 3 emG2
1

eG2
2 possuem autocentralidades distintas.

O Exemplo 4, também serve para ilustrar a versão do AIGR que implementa a segunda

proposta para redução de memória. Observe que todos os vértices dos grafos da Figura 5.3

que possuem grau 3 são todos de autocentralidades distintas. Então para cada vértice de auto-

centralidadea emG2
1 existe apenas uma opção de mapeamento emG2

2 dada por este valor de

autocentralidade.

5.3 Formas Alternativas de Modificação dos Grafos

Um procedimento de adição de vértices e arestas que não seja tão custoso quanto o utili-

zado pelos algoritmos AIGR eβ -AIGR pode ser obtido com o aproveitamento de vértices já

adicionados aos grafos. A seguir são descritas duas propostas.
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Para ilustrar a primeira proposta diferente da apresentadana Seção 5.1, considere o grafo

G da Figura 5.8.

4 3

21
G

Figura 5.8:Grafo 2-regular simples e conexo.

Seguindo o método de modificação apresentado na Seção 5.1, que torna cada vértice de grau

k em um vértice de grauk+ i nai-ésima modificação, a cada modificaçãoi um vértice deV(G)∈
V(Gi-1), 0< i ≤ 4, passa a ter grau 2+ i. Na primeira modificação um vértice é adicionado.

Na segunda modificação dois vértices são adicionados. Para cada nova modificação a partir

da terceira, apenas dois novos vértices são adicionados ei-2 vértices deV(Gi-1)\V(G) são

utilizados para que o vértice modificado tenha grau 2+ i. Os grafosG1, G2, G3 eG4 resultantes

de cada modificação são apresentados na Figura 5.9. Como sãon modificações, é fácil perceber

que a complexidade de espaço éO(t[n+2n - 1]2), ondet é o tamanho do tipo de dado en é a

ordem do grafo. Logo, no caso de métodos de cálculo das autocentralidades que necessitem de

uma matriz ponto flutuante, aproximadamente 1,4 MB de memória seria necessário para alocar

uma matriz deste tipo que seja de precisão simples e tenha ordem 200, bem menos que o exigido

com o uso do método de modificação descrito na Seção 5.1, que exige 1.54 GB. Além da menor

necessidade de memória, esse método proporciona a obtençãodo autovetor principal em menor

tempo, pois as matrizes de adjacência possuem dimensões menores. Para facilitar, este método

é referenciado no restante deste trabalho como método de modificaçãomod2n, enquanto que o

método de modificação originalmente proposto é referenciado pormodnn.
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Figura 5.9:Grafos resultantes obtidos com o método de modificação que adiciona2n−1 vérti-
ces.

A segunda proposta diferente da apresentada na Seção 5.1 está ilustrada na Figura 5.10. A
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diferença para os demais métodos de modificação pode ser notada a partir da segunda modifi-

cação, quando o vértice 2 passa a ter grau 4. As modificações são feitas de forma que apenas

um vértice seja adicionado para cada nova modificação e aproveitando-se todos os vértices adi-

cionados nas modificações anteriores, proporcionando um menor gasto de memória. Então,

paran modificações são necessáriosn novos vértices, o que resulta em uma complexidade de

O(t[2n]2). Este método é referenciado no restante deste trabalho comométodo de modificação

modn.
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Figura 5.10:Grafos resultantes obtidos com o método de modificação que adiciona n vértices.

Devido a grande vantagem que esses procedimentos fornecem,seis versões do AIGR fo-

ram implementadas para testes computacionais: oAIGRnn que implementa o métodomodnn, o

pAIGRnn (parcial AIGRnn) que implementa o métodomodnn e a segunda solução apresentada

nesta seção para o problema da grande necessidade memória doAIGR e a sua versãopAIGRn

que implementa o métodomodn, o β -AIGRnn, o AIGRn que usa o método de modificaçãomodn

e a sua versão paramétrica, oβ -AIGRn.

Versões do AIGR que implementam o método de modificaçãomod2n não foram considera-

das no Capítulo 6, capítulo de resultados computacionais, pois o método que realizan adições

consiste, principalmente em termos de uso de memória, na melhor opção dentre todos os méto-

dos descritos neste trabalho.
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6 Resultados Computacionais

Nos testes computacionais foram utilizados grafos regulares gerados aleatoriamente com

um programa de geração aleatória de grafos regulares implementado por Luchi e Rangel (2010).

Trata-se da implementação de um algoritmo de tentativa e erro que gera grafosk-regulares de

ordemn a partir do grafo 2-regular de mesma ordem. Esse algoritmo realiza n2 tentativas de

inserções aleatórias de arestas sem que o grau de qualquer dos vértices torne-se maior quek.

Ao final dessas tentativas é feita uma busca por pares de vértices que tenham graus inferiores a

k para, então, continuar com o processo de inserção de arestasaté que não existam mais pares

de vértices {u,v} tais que os graus de u e v sejam inferiores ak. Neste ponto se o grafo gerado

for regular, ele é armazenado em um arquivo, caso contrário,o processo de inserção aleatória

de arestas é retomado a partir do grafo 2-regular.

A partir desse programa, foi gerado um grupo de grafos regulares não isomorfos de ordens

100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450 e 500, cada grafo comdensidade1 percentual de 4%,

denotado porgrd04. Para cada valor den foram gerados 10 grafos com essas características.

Grafos regulares não isomorfos de ordens 50, 100, 150, 200, 250 e 300 vértices e densidades

percentuais nos intervalos [10,20), [20,30), [30,40) e [40,50) também foram gerados com o

mesmo programa para verificar o comportamento do algoritmo proposto com grafos não espar-

sos. Neste caso, para cada par{n,d}, onden é o número de vértices ed a densidade, foram

gerados 10 grafos. Esse segundo grupo de grafos foi denotadoporgrd10-49.

Outros três grupos de grafos regulares não isomorfos foram obtidos da literatura, sendo dois

deles compostos por grafos fortemente regulares (veja a definição no Capítulo 2). Dos grupos

formados por grafos fortemente regulares, um deles consiste em subgrupos compostos pelos 10

primeiros grafos de mesmos parâmetrosn,k,λ ,µ, de ordens 25, 26, 29, 35, 36, 40, 45 e 64, e

pelos 4 grafos de ordem 28 e mesmos parâmetros, disponíveis em Spence (2011). Este grupo

foi denotado poresp. O outro grupo consiste nos grafos das famíliassts-sw, latin-swe had-sw

presentes em Junttila e Kaski (2011), que foram escolhidos por possuírem vários subgrupos

1Neste trabalho é considerado como densidade de um grafo de ordemn e m arestas a relaçãomt , ondet repre-
senta o máximo de arestas que um grafo de ordemn pode conter.
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formados por 11 grafos fortemente regulares não isomorfos com os mesmos parâmetros. Por

serem não esparsos, os grafos escolhidos destas famílias são de ordens inferiores a 200. O

terceiro grupo de grafos retirados da literatura é compostopelos grafos regulares esparsos de

ordens 1000, 2000, 3000, 4000 e 5000 da famíliarnd-3-reg, também presente em Junttila e

Kaski (2011). Nesta família de grafos, para cada ordemn existem 11 grafos regulares não

isomorfos. Para detalhes sobre o primeiro grupo de grafos fortemente regulares consulte Spence

(2011), para o segundo consulte Junttila e Kaski (2007).

De cada um dos subgrupos de grafos determinados pelo par{n,d} e contidos nos grupos

grd04 egrd10-49, foi escolhido um grafo para geração de 10 grafos isomorfos. Desta forma,

foram criados os grupos de grafos isomorfosigrd04 e igrd10-49. Para isto, foi utilizado um

algoritmo de rerrotulação de vértices implementado durante o desenvolvimento desse trabalho

(Algoritmo 5 - Apêndice A). Logo, os grupos de grafos isomorfosigrd04 eigrd10-49 possuem

as mesmas ordens e densidades dos gruposgrd04 egrd10-49. O mesmo foi feito com grafos

dos grupos retirados da literatura, o que resultou nos grupos de grafos isomorfos denominados

iesp, ists-sw, ilatin-sw, ihad-swe irnd-3-reg.

As instâncias do problema foram formadas por pares de grafosdistintos de mesma ordem,

densidade e pertencentes aos mesmos grupos. Os testes foramrealizados em um computador

com processador Intelr CoreTM 2 Duo T6600 de 2.2GHz, 2GB de memória RAM e Sistema

Operacional Ubuntu 10.04 32 bits. Os tempos médios de execução, em segundos, foram obtidos

através da funçãogettimeofdayda bibliotecasys/time.h. Essas médias foram calculadas com

os tempos de execução obtidos nos testes realizados com instâncias com os mesmos valores

de ordemn e densidaded. De forma análoga foram aferidos, também, os tempos médios de

execução referentes à segunda fase do processo de resoluçãoque utiliza as versões paramétricas

e as médias das quantidades debacktrackingsrealizados.

Foi estabelecido o tempo limite de uma hora para resolução doPIGR. Em todos os casos

em que a resolução do problema com alguma instância ultrapassou o tempo limite, instâncias

de mesmas características ou dimensões maiores não foram executadas.

6.1 Detalhes de Implementação

A linguagem de programação escolhida para a implementação das versões do AIGR foi

a linguagem C. Na implementação dessas versões foram utilizadas várias estruturas de dados

para armazenar, basicamente, inteiros sem sinal. A seguir são descritas as principais estruturas

utilizadas.
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Para representar os grafos foi utilizada uma matriz den linhas ek colunas para cada grafo,

onden é a ordem dos grafos de entrada ek o grau dos vértices. Considerando os vértices

indexados por inteiros de 0 an-1, cada linhai dessa matriz armazena os índices dos vértices

adjacentes ao vérticei. Foram alocados dois vetores para armazenar as autocentralidades de

cada grafo. Para auxiliar nobacktrackinge reduzir o número de chamadas a função de cálculo

das autocentralidades, outras duas matrizes foram utilizadas para armazenar todos os autove-

tores principais calculados em cada par de modificações, umaem cada grafo, que resultou em

mapeamento. Além dessas estruturas, duas filas foram construídas para controle de vértices

disponíveis e uma pilha foi criada para auxiliar nobacktracking.

Outra informação relevante está na forma de implementação do critério de seleção de vérti-

cesC1. Para auxiliar na poda da árvore de busca, o critérioC1 foi implementado de maneira tal

que o primeiro vértice selecionado sempre é aquele que possuir índice zero. A partir da segunda

seleção os vértices escolhidos são todos adjacentes a vértices selecionados em iterações ante-

riores, com a restrição de que todos os vértices adjacentes ao primeiro selecionado devem ser

escolhidos antes de qualquer outro. Depois todos os vértices adjacentes ao segundo selecionado

devem ser escolhidos antes de qualquer outro, e assim sucessivamente. Obviamente o critério

de seleçãoC2 foi implementado seguindo a mesma ideia.

6.1.1 Métodos de obtenção das autocentralidades

Foram testadas duas formas de obtenção dos autovetores principais. Uma delas consiste

na função de precisão dupla _dssyevrpresente no pacote CLAPACK versão 3.2.1, que é um

pacote obtido do LAPACK (Linear Algebra PACKage) através da ferramenta de conversãof2c

presente no próprio CLAPACK, que converte as rotinas de cálculo de sistemas lineares do LA-

PACK implementadas em Linguagem Fortran para a Linguagem C.Essa função é uma das mais

eficientes no cálculo de autovetores de matrizes simétricasdo tipo ponto flutuante presente no

CLAPACK. Ela permite calcular apenas uma faixa de autovalores e seus autovetores associa-

dos. Neste trabalho, essa função foi utilizada de maneira a retornar apenas o índice do grafo e

seu autovetor associado (o autovetor principal).

O outro método de obtenção das autocentralidades utilizadoé bem semelhante a uma adap-

tação doPower Method(SAAD, 2003) feita por Baroni, Boeres e Rangel (2011). ConsidereA

uma matriz de adjacência do grafoG ev0 um vetor inicial não nulo. Sendoi ≥ 1 eαi a maior co-

ordenada em valor absoluto do vetorAvi-1, o Power Methodrealiza sucessivos produtos1
αi

Avi-1

até que o vetor resultantevi seja correspondente ao vetor de autocentralidades.

A adaptação proposta por Baroni, Boeres e Rangel (2011) utiliza uma lista de adjacências



6.1 Detalhes de Implementação 51

no lugar da matriz, não realiza a divisão porαi e estabelece como critério de parada a obtenção

de vi que não forneça uma partição deV(G) maior que a obtida comvi-1 ou tenha tamanho

igual an. Quando o critério de parada é atingido,vi-1 é retornado. ConsiderandoL a lista de

adjacências de um grafoG, Lz a lista de adjacência do vérticez∈ G e π(vi) a partição obtida

com as coordenadas do vetorvi , o Power Method Adaptadopode ser escrito como o Algoritmo

2.

Algoritmo 2 : Algoritmo Power Method Adaptado.
Dados: [ L, v0 ]
i← 1;1

Enquanto |π(vi)|> |π(vi-1)| e |π(vi)|< n, faça2

~vz
i = ∑ j~v

j
i-1, onde j ∈ Lz;3

i← i +1;4

O algoritmo proposto por Baroni, Boeres e Rangel (2011) foi adaptado para este trabalho,

para fins de ganho de desempenho. Como os vértices adicionaissão ligados apenas a vértices

dos grafos de entrada seguindo um padrão bem definido, é possível identificar facilmente os

vértices aos quais eles são vizinhos. Logo, não é preciso modificar as matrizes que representam

os grafos (que neste trabalho são exatamente como listas de adjacências). Para cada grafoG,

basta utilizar um vetor que representeV(G) e os vértices adicionais e calcular os produtosAvi-1

em partes. Esta adaptação é referenciada neste texto apenasporPower.

A versão doPowerpara o método de modificaçãomodnn, que pode ser vista no Algoritmo

3, divide o processo de cálculo de cadavi em três partes. Na primeira parte são calculadas

as coordenadas referentes aos vértices do grafok-regularG (grafo representado pela listaL no

Algoritmo 3) diretamente envolvidos em modificações (Passo 1). Este cálculo é subdividido em

duas partes: uma é referente aos vértices que possuem grauk e são vizinhos az (Linha 3) —

vértice cuja autocentralidade é calculada — e a outra é referente aos vértices vizinhos az que

foram adicionados nas modificações (Linha 4). Na segunda parte doPowersão calculadas as

coordenadas referentes aos vértices deG não envolvidos diretamente nas modificações (Passo

2). Por fim, na terceira são calculadas as coordenadas referentes aos vértices adicionados em

cada modificação. Observe que com esta divisão do processo decálculo das coordenadas de

vi , troca-se um laço degrau(z) - k+ 1 comparações (no caso de condição pré-testada) pela

execução de um único produto (Linha 4). Isto evita a realização de(r+1)(r+2)/2 comparações

em cada iteração doPower, onder é a quantidade de modificações realizadas sobreG.

O Powerainda permite trocar as(r +1)(r +2)/2 comparações do laço (de condição pré-

testada) a ser utilizado na implementação doPasso 3por r comparações. Basta observar que é
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Algoritmo 3 : Algoritmo de Power adaptado ao método de modificação modnn.
Dados: [ L, v0 ]
Enquanto |π(v1)|> |π(v0)| e |π(v1)|< n, faça1

Passo1:2

~vz
1 = ∑ j~v

j
0, 1≤ j 6= z≤ n, grau(z)> k e j adjacente az;3

~vz
1+= (grau(z) - k) ∗ ~vq

0, grau(q) = 1 eq adjacente az;4

Passo2:5

~vz
1 = ∑ j~v

j
0, 1≤ j 6= z≤ n, grau(z) = k e j adjacente az;6

Passo3:7

~vz
1 =~v j

0, z> n e j adjacente az;8

~v0←~v1;9

possível utilizar apenas um único vértice para representarcada modificação. Para isto, substitui-

se a diferença entre o grau dez e k pelo número da modificação na qualz foi diretamente

envolvido. Além de reduzir a complexidade de tempo doPower, esta otimização resulta em um

menor uso de memória, pois com ela não é preciso alocar vetores de tamanhon+ r(r +1)/2,

em vez disso bastam vetores de tamanhon+r. No entanto, esta otimização não foi utilizada nos

testes computacionais, cujos resultados são apresentadosno Capítulo 6. Uma versão doPower

voltada ao método de modificaçãomodn pode ser vista no Algoritmo 6 do Apêndice A.

Selecionado o melhor método de obtenção de autocentralidades

Objetivando selecionar um desses métodos de obtenção das autocentralidades para testes

com todas as instâncias geradas neste trabalho e selecionadas da literatura, nesta subseção são

apresentados os resultados obtidos nos testes realizados com as versõesAIGRnn e AIGRn im-

plementadas com o algoritmoPowere com a função_dssyevr, tendo como entrada instâncias

formadas por grafos dos gruposgrd04, igrd04,espe iesp.

O gráfico da Figura 6.1 apresenta os resultados doAIGRnn com o algoritmoPowere com

a função _dssyevr, enquanto que os gráficos das Figuras 6.2 e 6.3 apresentam os resultados do

AIGRn com esses métodos. Todos esses gráficos são referentes aos testes realizados com ins-

tâncias formadas por grafos dos gruposgrd04 eigrd04. Os gráficos dos resultados doAIGRnn

com esses dois métodos de cálculo de autocentralidades parao grupoigrd04 não são apresen-

tados, pois a implementação deste algoritmo com a função _dssyevrnão resolve as instâncias

de ordem 100 desse grupo em menos de uma hora, enquanto que a versão desse algoritmo que

utiliza oPowernão teve dificuldades em resolvê-las, como pode ser visto na Figura 6.20.

Os gráficos das Figuras 6.4 e 6.5 apresentam os resultados doAIGRnn com a adaptação do
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Figura 6.1:AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupogrd04.
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Figura 6.2:AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupogrd04.

Powere com a função _dssyevr, enquanto que os gráficos das Figuras 6.6 e 6.7 apresentam os

resultados doAIGRn com esses métodos. Esses gráficos são referentes a testes cominstâncias

formadas por grafos dos gruposespe iesp.

O Powerutiliza para o cálculo das autocentralidades, as matrizes originalmente alocadas

para armazenamento dos grafos de entrada. Já a função _dssyevrnecessita de uma nova matriz

de ordemn a cada chamada da função. Enquanto esta função exige a matrizde adjacência como

parâmetro e modifica as entradas dessa matriz, impossibilitando um melhor uso de memória, o

Powerpermite tirar vantagem das densidades dos grafos, pois é possível utilizar uma lista de

adjacência para representá-los. A consequência disso é um melhor uso da memória e produtos
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Figura 6.3:AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoigrd04.
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Figura 6.4:AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoesp.

A(G)vi mais eficientes. Para o PIG em geral, essas características do Power tornam-se ainda

mais interessantes ao lembrar que, uma instância formada por grafosG1 e G2 de densidades

superiores a 50%, pode ser resolvida pela instância formadapelo grafo complementar deG1 e

o grafo complementar deG2.

Observando os gráficos percebe-se o ganho acentuado de tempode execução das versões

do AIGR implementadas com oPower.

Diante dessas vantagens que oPowerfornece e do ganho acentuado de tempo de execução

observado nos resultados apresentados nos gráficos, nas próximas seções todos os resultados

apresentados são referentes às versões do AIGR definidas ao final da Seção 5.3 e implementadas
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Figura 6.5:AIGRnn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoiesp.
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Figura 6.6:AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoesp.

com o algoritmoPower.

6.1.2 Definindo o parâmetro das versões paramétricas

O parâmetroβ consiste em um valor percentual relativo á ordem dos grafos.Para deter-

minar esse valor são utilizadas as versõespAIGRnn e pAIGRn. O ideal seria utilizar valores

deβ que fossem inferiores as quantidades de modificações necessárias às versõespAIGRnn e

pAIGRn, pois de outra forma os algoritmos paramétricos teriam, muito provavelmente, desem-

penho inferior a essas versões. No entanto, esses valores podem variar entre instâncias do PIGR

de mesma ordem. Além disso, como dito na Seção 5.2, não é possível garantir quando a inter-
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Figura 6.7:AIGRn com a adaptação doPowere com a função _dssyevrpara o grupoiesp.

rupção do AIGR em qualquer nível da árvore de busca é segura. Logo, quão maior for o valor

deβ , maiores são as chances dos mapeamentos parciais realizados pelas versõesβ -AIGRnn e

β -AIGRn serem válidos quanto ao isomorfismo.

Nesta subseção as quantidades de modificações realizadas pelas versõespAIGRnn e pAIGRn

são analisadas. Com base nesta análise, o valor deβ é definido. Para aferir as quantidades de

modificações que as versõespAIGRnn e pAIGRn necessitam para distinguir todos os vértices de

um grafo, foram utilizados os grupos de grafos isomorfosigrd04 eiesp.

A Tabela 6.1 apresenta as médias das quantidades de modificações realizadas pelas versões

pAIGRnn e pAIGRn nos testes realizados com o grupoigrd04, bem como o percentual relativo

ao número de vértices que cada média representa, enquanto que a Tabela 6.2 apresenta essas

informações obtidas nos testes dessas mesmas versões do AIGR com o grupoiesp.

Ordem pAIGRnn pAIGRnn(%) pAIGRn pAIGRn(%)
100 2,0 2,0 99,0 99,0
150 2,0 1,3 149,0 99,3
200 2,0 1,0 199,0 99,5
250 2,0 0,8 249,0 99,6
300 2,0 0,7 299,0 99,7
350 2,0 0,6 349,0 99,7
400 2,0 0,5 399,0 99,8
450 2,0 0,4 449,0 99,8
500 2,0 0,4 499,0 99,8

Tabela 6.1: Quantidades de modificações realizadas pelas versõespAIGRnn e pAIGRn nos testes
com o grupoigrd04.
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Ordem pAIGRnn pAIGRnn(%) pAIGRn pAIGRn(%)
25 6,6 26,5 24 96,0
26 7,4 28,3 25 96,2
28 8,5 30,6 27 96,4
29 7,9 27,0 28 96,6
35 8,4 24,1 34 97,1
36 9,3 25,9 35 97,2
40 9,4 23,1 39 97,5
45 16,4 36,4 44 97,8
64 14,7 23,0 63 98,4

Tabela 6.2: Quantidades de modificações realizadas pelas versõespAIGRnn e pAIGRn nos testes
com o grupoiesp.

Pelos resultados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2 observa-se que a versãopAIGRn rea-

liza exatamenten-1 modificações durante o processo de resolução do PIGR com asinstâncias

formadas com os grafos da amostra selecionada. Logo, apenasa versãopAIGRnn é levada em

consideração na obtenção do parâmetroβ .

Na Tabela 6.1 nota-se que a versãopAIGRnn necessita realizar apenas duas modifica-

ções nos grafos do grupoigrd04 para que todos os vértices sejam distintos. Pela Tabela 6.2

observam-se médias não inferiores a 23%, logo, os resultados dessa Tabela 6.1 não servem de

parâmetro para a obtenção deβ .

Na 6.2 observa-se que a maior parte das médias estão entre 20%e 30%. No entanto, pelas

médias percentuais máximas que podem ser visualizadas na Tabela 6.3, nota-se que existem

grafos que necessitam de 0.4n modificações para que seus vértices sejam todos distintos. Além

disso, observa-se que a maior parte dos percentuais máximosestão entre 30% e 40%. Logo,

escolher um valor que esteja na casa de 20% da quantidade de vértices de um grafo fortemente

regular pode levar as versões paramétricas a realizarem mapeamentos parciais que não sejam

parte de um isomorfismo, aumentando a probabilidade do algoritmo que continua a descida na

árvore informar o não isomorfismo de instâncias formadas porgrafos isomorfos. Por isso, o

valor escolhido paraβ é equivalente a 30% do número de vértices de cada grafo.

6.2 Comparando as versões do AIGR

Objetivando selecionar as melhores versões para comparação com uma das melhores ferra-

mentas de resolução do PIG presentes na literatura, oNauty, esta seção apresenta uma compa-

ração entre as versões do AIGR que utilizam os métodos de modificaçãomodnn e modn. Para

tanto, os grupos selecionados para a realização desses testes foram:grd04 eigrd04; grd10-49
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Ordem Média(%) Máximo(%)
25 26,5 32,0
26 28,3 34,6
28 30,6 39,3
29 27,0 37,9
35 24,1 28,6
36 25,9 30,6
40 23,1 25,0
45 36,4 40,0
64 23,0 26,6

Tabela 6.3: Médias e máximos percentuais das quantidades demodificações realizadas pelo
pAIGRnn nos testes com o grupoiesp.

e igrd10-49; eespe iesp. Primeiramente são apresentados os gráficos relativos aos tempos

de execução obtidos nos testes realizados com os grupos de grafos não isomorfos. Os gráficos

correspondentes às versões de modificaçãomodnn emodn são apresentados lado a lado. Em se-

guida são apresentados os resultados dos testes realizadoscom os grupos de grafos isomorfos.

Os gráficos dos gruposgrd10-49 eigrd10-49, são subdivididos em grupos de grafos com densi-

dades nos intervalos [10,20), [20,30), [30,40) e [40,50), com cada intervalo sendo referenciado,

respectivamente, porgrd10,grd20,grd30, egrd40.

6.2.1 Grafos não isomorfos

Nesta subseção são apresentados os gráficos construídos a partir dos tempos de execução

obtidos nos testes realizados com as versõesmodnn emodn do AIGR e os grupos de grafos não

isomorfosgrd04,grd10-49 eesp.

Grupo grd04

As Figuras 6.8 e 6.9 apresentam os gráficos dos tempos de execução obtidos com os testes

realizados com o grupogrd04 para as versõesmodnn e modn do AIGR.
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Figura 6.8: Resultados dos testes com o grupogrd04 e

as versõesmodnn.
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Figura 6.9: Resultados dos testes com o grupogrd04 e

as versões emodn.

Grupo grd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.10 e 6.11, ao par formado pelasFiguras 6.16 e 6.17, são

apresentados os gráficos dos tempos de execução obtidos nos testes realizados com os subgrupos

grd10,grd20,grd30 egrd40, respectivamente, e as versõesmodnn emodn do AIGR.
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Figura 6.10: Resultados dos testes com o grupogrd10

e as versõesmodnn.
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Figura 6.11: Resultados dos testes com o grupogrd10

e as versõesmodn.
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Figura 6.12: Resultados dos testes com o grupogrd20

e as versõesmodnn.
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Figura 6.13: Resultados dos testes com o grupogrd20

e as versõesmodn.

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 50  100  150  200  250  300

T
em

po
(s

)

Ordem dos Grafos

Comparativo entre AIGRnn, pAIGRnn e β-AIGRnn
 Grupo grd30

AIGRnn
pAIGRnn

β-AIGRnn

Figura 6.14: Resultados dos testes com o grupogrd30

e as versõesmodnn.
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Figura 6.15: Resultados dos testes com o grupogrd30

e as versõesmodn.
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Figura 6.16: Resultados dos testes com o grupogrd40

e as versõesmodnn.
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e as versõesmodn.
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Grupo esp

As Figuras 6.18 e 6.19 apresentam os gráficos dos tempos de execução obtidos nos testes

computacionais realizados com o grupoespe para as versõesmodnn emodn do AIGR .
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Figura 6.18: Resultados dos testes com o grupoespe

as versõesmodnn.
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Figura 6.19: Resultados dos testes com o grupoespe

as versõesmodn.

Análise dos resultados

Dos gráficos apresentados nesta subseção, de imediato nota-se que quase todas as curvas

estão sobrepostas, a exceção do par de gráficos gerados com ostempos de execução obtidos nos

testes com os grafos do grupoesp. Isto indica que as versões do AIGR de mesmo método de

modificação, possuem o mesmo comportamento ao resolver o PIGR de grafos não isomorfos

gerados aleatoriamente. Contudo, para grafos fortemente regulares, observa-se que as versões

paramétricas apresentaram melhor desempenho com instâncias formadas por grafos de 40 e

45 vértices. Isto é devido as quantidades debacktrackingsrealizadas por estas versões, como

mostram as Tabelas 6.4 e 6.5.

A Tabela 6.4 mostra que a versãoβ -AIGRnn realizou uma quantidade debacktrackings

um pouco inferior para as instâncias de ordens 25, 26 e 29, e significativamente inferior para as

instâncias de ordens 40 e 45. O mesmo pode ser observado na Tabela 6.5, com uma diferença um

pouco mais significativa entre as quantidades debacktrackingsna linha referente as instâncias

de ordem 25.

Outro fato a ser observado é a grande diferença entre os tempos de execução das versões

modnn e das versõesmodn em relação aos gruposgrd04 e grd10-49. Isto também se justi-

fica pelas quantidades debacktrackings, as quais foram exatamente iguais as ordens dos gra-
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Ordem AIGRnn pAIGRnn β -AIGRnn
25 1109,31 818,00 721,42
26 623,40 622,89 572,73
28 653,00 653,00 653,00
29 458,56 458,53 448,04
35 979,11 979,00 979,11
36 2726,38 2726,38 2726,38
40 52693,98 50345,53 20351,07
45 62999,87 62951,33 55278,44
64 43657,53 43657,53 43657,53

Tabela 6.4: Médias das quantidades debacktrackingsrealizadas pelas versõesmodnn nos testes
com o grupoesp.

Ordem AIGRn pAIGRn β -AIGRn
25 1109,31 1109,31 721,42
26 623,40 623,40 572,73
28 653,00 653,00 653,00
29 458,56 458,56 448,04
35 979,11 979,11 979,11
36 2726,38 2726,38 2726,38
40 52693,98 52693,98 20351,07
45 62999,87 62999,87 55278,44
64 43657,53 43657,53 43657,53

Tabela 6.5: Médias das quantidades debacktrackingsrealizadas pelas versõesmodn nos testes
com o grupoesp.

fos para as versõesmodn, enquanto que foram iguais a zero para as versõesmodnn. O grupo

espnovamente foi a exceção. Para este grupo todas as versões apresentaram quantidades de

backtrakingsdiferindo pouco quando não iguais. Porém, as versõesmodnn são mais lentas que

suas correspondentesmodn. A disparidade nos tempos de execução, neste caso, é consequência

da diferença entre as implementações do algoritmoPowerque, para as versõesmodnn, realizam

mais operações de cálculo de autocentralidades, pois o número de vértices adicionados cresce

de forma quadrática à medida que as modificações são realizadas, enquanto que para as versões

modn o número de vértices cresce de forma linear.

Por fim, foi observado nesses testes que nenhuma das versões paramétricas realizaram as

0.3n modificações equivalentes, pois os tempos de execução do Algoritmo 4, referentes à se-

gunda fase da descida na árvore de busca, são todos iguais a zero.
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6.2.2 Grafos isomorfos

Nesta subseção são apresentados os gráficos construídos a partir dos tempos de execução

obtidos nos testes realizados com as versõesmodnn e modn do AIGR e os grupos de grafos

isomorfosigrd04, igrd10-49 eiesp.

Grupo igrd04

As Figuras 6.20 e 6.21 apresentam os gráficos gerados com os tempos de execução dos

testes realizados com o grupoigrd04 e para as versõesmodnn emodn do AIGR.
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Figura 6.20: Resultados dos testes com o grupoigrd04

e as versõesmodnn.
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Figura 6.21: Resultados dos testes com o grupoigrd04

e as versões emodn.

Grupo igrd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.22 e 6.23, ao par formado pelasFiguras 6.28 e 6.29, são

apresentados os gráficos dos tempos de execução obtidos nos testes realizados com os subgrupos

igrd10, igrd20, igrd30 eigrd40, respectivamente, e as versõesmodnn emodn do AIGR .
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Figura 6.22: Resultados dos testes com o grupoigrd10

e as versõesmodnn.
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Figura 6.23: Resultados dos testes com o grupoigrd10

e as versõesmodn.
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Figura 6.24: Resultados dos testes com o grupoigrd20

e as versõesmodnn.

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 50  100  150  200  250  300

T
em

po
(s

)

Ordem dos Grafos

Comparativo entre AIGRn, pAIGRn e β-AIGRn
 Grupo igrd20

AIGRn
pAIGRn

β-AIGRn

Figura 6.25: Resultados dos testes com o grupoigrd20

e as versõesmodn.
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Figura 6.26: Resultados dos testes com o grupoigrd30

e as versõesmodnn.
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Figura 6.27: Resultados dos testes com o grupoigrd30

e as versõesmodn.
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Figura 6.28: Resultados dos testes com o grupoigrd40

e as versõesmodnn.
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Figura 6.29: Resultados dos testes com o grupoigrd40

e as versõesmodn.

Grupo iesp

As Figuras 6.30 e 6.31 apresentam os gráficos dos tempos de execução obtidos nos testes

computacionais realizados com o grupoiespe para as versõesmodnn emodn do AIGR .

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 25  30  35  40  45  50  55  60

T
em

po
(s

)

Ordem dos Grafos

Comparativo entre AIGRnn, pAIGRnn e β-AIGRnn
 Grupo iesp

AIGRnn
pAIGRnn

β-AIGRnn

Figura 6.30: Resultados dos testes com o grupoiespe

as versõesmodnn.
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Figura 6.31: Resultados dos testes com o grupoiespe

as versõesmodn.

Análise dos resultados

Assim como nos gráficos construídos com os tempos dos testes com instâncias não iso-

morfas, os gráficos desta subseção referentes às versõesmodn apresentam curvas praticamente

sobrepostas para os gruposigrd04 eigrd10-49, o que indica um comportamento muito similar

entre essas versões. Por sua vez, os resultados das versõesmodnn apresentam comportamentos

diferenciados com esses dois grupos. Está claro nos gráficosque a versãopAIGRnn teve o me-
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lhor desempenho com instâncias formadas por grafos isomorfos gerados aleatoriamente, com a

versãoβ -AIGRnn em segundo. Isto ocorreu mesmo com todas as versõesmodnn apresentando

as mesmas quantidades debacktrackings, todas iguais a zero. Portanto, a única justificativa para

essas diferenças está nas quantidades de modificações equivalentes realizadas por cada versão

modnn. Enquanto que a versãoAIGRnn realizoun modificações em cada grafo, a paramétrica

realizou sempre 0.3n e a versãopAIGRnn apenas 1 ou 2.

Em relação aos gráficos gerados com os resultados dos testes com o grupoiesp, nota-se

desempenho um pouco melhor das versões paramétricas. No entanto, essas versões indicaram

como não isomorfos 26 pares de grafos de ordem 40 e 10 de ordem 45, exatamente as quanti-

dades de vértices que fazem com que as curvas dessas versões fiquem um pouco mais abaixo

das outras duas.

Ao comparar os resultados dos testes com os gruposigrd04 e igrd10-49 com os resulta-

dos dos testes comgrd04 egrd10-49, notam-se tempos médios maiores para as versõesmodnn

e tempos médios menores para as versõesmodn, enquanto que para os grafos fortemente re-

gulares, todas as versões apresentaram tempos menores. Esses comportamentos podem ser

explicados observando-se as quantidades debacktrackings. As versõesmodnn não realizaram

backtrackingsnos testes com os grafos gerados aleatoriamente, logo, os maiores tempos nos

testes com os gruposigrd04 e igrd10-49 são devidos ao maior número de modificações equi-

valentes realizadas durante o processo de busca por um isomorfismo. Já as versõesmodn reali-

zaram exatamenten backtrackingsnos testes com as instâncias formadas por grafos dos grupos

grd04 egrd10-49, enquanto que as quantidades debacktrackingsnos testes com grafos dos gru-

posigrd04 eigrd10-49 foram muito inferiores as ordens dos grafos, como mostram as Tabelas

6.6 e 6.7.

Ordem AIGRn β -AIGRn pAIGRn
100 0,00 0,00 0,00
150 0,00 0,00 0,00
200 118,69 118,69 118,69
250 109,84 109,84 109,80
300 126,24 126,24 126,24
350 180,56 180,56 180,56
400 189,11 189,11 189,11
450 276,38 276,38 276,38
500 287,53 287,53 287,53

Tabela 6.6: Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes com
o grupoigrd04.

Em relação aos menores tempos médios de execução obtidos nostestes realizados com os
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Ordem Densidade(%) AIGRn β -AIGRn pAIGRn
10 0,00 0,00 0,00

50 20 3,31 3,31 3,13
30 16,96 16,96 16,91
40 0,16 0,16 0,11
10 60,04 60,04 59,33

100 20 37,91 37,91 38,11
30 56,80 56,80 55,49
40 47,48 47,48 48,24
10 63,76 63,76 63,31

150 20 93,27 93,27 92,47
30 58,29 58,29 57,36
40 70,07 70,07 72,24
10 0,11 0,11 0,36

200 20 117,38 117,38 113,64
30 65,02 65,02 67,93
40 0,22 0,22 0,80
10 154,98 154,98 152,60

250 20 88,22 88,22 90,53
30 114,33 114,33 108,96
40 122,29 122,29 123,80
10 151,20 151,20 151,82

300 20 146,09 146,09 144,33
30 0,13 0,13 4,80
40 108,00 108,00 106,76

Tabela 6.7: Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes com
o grupoigrd1049.

grafos dos gruposiesp, quando comparados os resultados dos testes com o grupoesp, tanto para

as versõesmodnn quanto para as versõesmodn, notam-se menores quantidades debacktrackings

realizadas por todas as verões.

AIGRnn pAIGRnn β -AIGRnn
Ordem esp iesp esp iesp esp iesp

25 1109,31 19,42 818,00 19,42 721,42 19,42
26 623,40 389,58 622,89 389,36 572,73 388,73
28 653,00 129,22 653,00 129,22 653,00 129,22
29 458,56 698,07 458,53 698,07 448,04 698,07
35 979,11 353,60 979,00 353,60 979,11 353,60
36 2726,38 901,71 2726,38 901,44 2726,38 901,71
40 52693,98 446,04 50345,53 432,24 20351,07 397,04
45 62999,87 474,29 62951,33 473,84 55278,44 381,13
64 43657,53 0,00 43657,53 0,00 43657,53 0,00

Tabela 6.8: Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodnn obtidas nos testes com
os gruposespe iesp.
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AIGRn pAIGRn β -AIGRn
Ordem esp iesp esp iesp esp iesp

25 1109,31 19,56 1109,31 19,56 721,42 19,42
26 623,40 389,78 623,40 389,78 572,73 388,73
28 653,00 129,51 653,00 129,51 653,00 129,22
29 458,56 698,27 458,56 698,27 448,04 698,07
35 979,11 353,80 979,11 353,80 979,11 353,60
36 2726,38 901,91 2726,38 901,91 2726,38 901,71
40 52693,98 446,13 52693,98 446,13 20351,07 397,04
45 62999,87 474,73 62999,87 474,73 55278,44 381,13
64 43657,53 0,24 43657,53 0,24 43657,53 0,00

Tabela 6.9: Médias das quantidades debacktrackingsdas versõesmodn obtidas nos testes com
os gruposespe iesp.

6.3 Comparação com o NAUTY

Para realizar essa comparação foram escolhidas as versõespAIGRnn e β -AIGRn. Na seção

anterior, a primeira ou foi melhor ou teve o mesmo desempenhoque as demais versõesmodnn

nos testes com quase todos os grupos de grafos, as exceções foram os resultados com os gru-

posespe iesp, que tiveram a versãoβ -AIGRnn com melhor desempenho devido aos tempos

apresentados com instâncias de ordens 40 e 45, sendo que com ogrupo iesp isto aconteceu

devido essas versões terem retornado não isomorfismo para várias instâncias. Por sua vez, a

versãoβ -AIGRn teve o mesmo desempenho que as demais versõesmodn, exceto nos testes com

o grupoesp, nos quais foi melhor. Isto indica uma pequena vantagem desse algoritmo na re-

solução do PIGFR, ainda que considerados os erros de detecção de isomorfismo apresentados

nos testes com o grupoiesp, pois com instâncias desse grupos que possuem ordem 64, esse

algoritmo se mostrou melhor que as demais versõesmodn.

Todos os grupos de grafos selecionados da literatura e gerados aleatoriamente foram utili-

zados na comparação com oNauty. No entanto, os gráficos comparativos referentes aos tempos

obtidos nos testes com os gruposlatim-sw e had-sw não são apresentados pois nenhuma das

versões do AIGR foram capazes de resolver as instâncias do PIGR formadas por grafos desses

grupos.

A apresentação dos gráficos foi organizada como descrito a seguir. Primeiramente são

apresentados os gráficos dos grupos formados por grafos regulares e depois os gráficos dos

grupos de grafos fortemente regulares. Os gráficos gerados com instâncias isomorfas foram

postos lado a lado com os gráficos gerados com instâncias não isomorfas. Da mesma forma que

na Seção 6.2, o grupogrd10-49 é subdividido emgrd10,grd20,grd30 egrd40. Isto também é

feito com o grupoigrd10-49, que é subdividido emigrd10, igrd20, igrd30 eigrd40. Ao final
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da seção é apresentada uma análise dos resultados.

Grupos grd04e igrd04

As Figuras 6.32 e 6.33 apresentam os gráficos gerados com os tempos de execução dos

testes realizados com os gruposgrd04 eigrd04 para as versõespAIGRnn eβ -AIGRn e oNauty.
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Figura 6.32: Comparativo com oNautypara o grupo

grd04.
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Figura 6.33: Comparativo com oNautypara o grupo

igrd04.

Grupos grd10-49e igrd10-49

Do par formado pelas Figuras 6.34 e 6.35, ao par formado pelasFiguras 6.40 e 6.41, são

apresentados os gráficos gerados com os tempos de execução dos testes realizados com os

respectivos pares de gruposgrd10 eigrd10,grd20 eigrd20,grd30 eigrd30,grd40 eigrd40, e

para as versõespAIGRnn e β -AIGRn e oNauty.
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Figura 6.34: Comparativo com oNautypara o grupo

grd10.
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Figura 6.35: Comparativo com oNautypara o grupo

igrd10.
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Figura 6.36: Comparativo com oNautypara o grupo

grd20.
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Figura 6.37: Comparativo com oNautypara o grupo

igrd20.
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Figura 6.38: Comparativo com oNautypara o grupo

grd30.
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Figura 6.39: Comparativo com oNautypara o grupo

igrd30.
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Figura 6.40: Comparativo com oNautypara o grupo

grd40.
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Figura 6.41: Comparativo com oNautypara o grupo

igrd40.

Grupos rnd-3-rege irnd-3-reg

As Figuras 6.42 e 6.43 apresentam os gráficos gerados com os tempos de execução dos

testes realizados com os gruposrnd-3-reg e irnd-3-reg, as versõesAIGRnn e β -pAIGRn e o

Nauty.
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Figura 6.42: Comparativo com oNautypara o grupo

rnd3.
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Figura 6.43: Comparativo com oNautypara o grupo

irnd3.

Grupos espe iesp

As Figuras 6.44 e 6.45 apresentam os gráficos gerados com os tempos de execução dos

testes realizados com os gruposespe iesppara as versõespAIGRnn e β -pAIGRn e oNauty.
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Figura 6.44: Comparativo com oNautypara o grupo

esp.
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Figura 6.45: Comparativo com oNautypara o grupo

iesp.

Grupos sts-swe ists-sw

As Figuras 6.46 e 6.47 apresentam os gráficos gerados com os tempos de execução dos

testes realizados com os grupossts-swe ists-swpara as versõespAIGRnn eβ -AIGRn e oNauty.
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Figura 6.46: Comparativo com oNautypara o grupo

stssw.
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Figura 6.47: Comparativo com oNautypara o grupo

istssw.

Análise dos resultados

Para analisar os resultados, os grupos de grafos regulares usados nos testes são classificados

em três conjuntos: grafos regulares não esparsos, grafos regulares esparsos e grafos fortemente

regulares não esparsos. O primeiro conjunto é composto pelos gruposgrd04, igrd04,grd10-49

e igrd10-49. O segundo conjunto é composto pelos gruposrnd-3-rege irnd-3-reg. Por sua vez,

o terceiro conjunto é composto pelos gruposesp, iesp, sts-swe ists-sw.
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Com o grupo de grafos regulares não esparsos e não isomorfos oNauty se apresentou

melhor em quase todos os gráficos, sendo opAIGRnn o segundo melhor. A exceção é o gráfico

da Figura 6.32, que apresenta opAIGRnn com melhor desempenho e depois oNauty. Com

grafos não esparsos isomorfos, opAIGRnn foi o melhor em todos os gráficos, sendo oNautyo

segundo.

Para os grupos de grafos regulares esparsos, as duas versõesdo AIGR apresentaram melhor

desempenho, sendo que os resultados dos testes da versãopAIGRnn, com instâncias formadas

pelos grafos do grupoirnd-3-reg, foram melhores que os resultados doβ -AIGRn. Nos testes

com instâncias formadas pelos grafos do grupornd-3-reg, as versões do AIGR apresentaram o

mesmo desempenho.

Nas curvas referentes aos testes com grafos fortemente regulares, observa-se oNautymuito

melhor que as versões do AIGR que, dentre elas, aquela que apresentou melhor desempenho

foi a versãoβ -AIGRn. A exceção a este comportamento das versões do AIGR foi com o grupo

ists-sw, com o qual é possível perceber que opAIGRnn teve melhor desempenho que oβ -AIGRn

com instâncias de ordens inferiores a 97.

Outro fator observado está relacionado aos valores de desvios padrões dos tempos médios

de execução. ONautyapresenta baixos valores de desvios padrões, indicando quetrata-se de

um algoritmo consistente. Por sua vez, as versões do AIGR comparadas aoNauty, apresentam

valores altos de desvios padrões, principalmente em relação aos tempos médios de execução

obtidos com os gruposrnd-3-reg, irnd-3-reg e os grupos de grafos fortemente regulares, cujas

tabelas com os desvios padrões podem ser vistas no Apêndice B.

Por fim, foi observado que para todas as instâncias formadas por grafos fortemente regulares

do grupoists-sw o processo de resolução com oβ -AIGRn retornou um isomorfismo. Além

disso, esta versão do AIGR não realizou as 0.3n modificações equivalentes nos testes com os

gruposrnd-3-reg, irnd-3-reg, sts-swe ists-sw.
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7 Conclusão

Neste trabalho foi proposto um algoritmo de abordagem direta para a resolução do Pro-

blema de Isomorfismo de Grafos Regulares (PIGR), denominadoAIGR. Ao comparar dois

grafos regulares, este algoritmo realiza modificações equivalentes em ambos os grafos, fazendo

uso de um conceito proveniente de Teoria Espectral de Grafos(TEG), a autocentralidade, para

guiar essas modificações e restringir possibilidades de mapeamento.

Durante o desenvolvimento deste trabalho foram propostas algumas variações do AIGR

que, de acordo com os métodos de modificação de grafos propostos, omodnn e omodn, resul-

taram em seis algoritmos:AIGRnn, AIGRn, pAIGRnn, pAIGRn, β -AIGRnn e β -AIGRn. Com

as versõesAIGRnn e AIGRn, foram realizados testes para definir quais dos métodos de obten-

ção de autocentralidades seria utilizado para avaliar todos os algoritmos, a função _dssyevrou

uma adaptação do método proposto por Baroni, Boeres e Rangel(2011), que neste trabalho foi

denominadaPower. Selecionado o método de obtenção de autocentralidades, esses algoritmos

foram testados com instâncias formadas por grafos regulares de diferentes ordens e densidades.

Após esses testes, dois desses algoritmos foram selecionados para comparação com uma das

melhores ferramentas de resolução do Problema de Isomorfismo de Grafos no caso geral, o

Nauty.

Nos resultados dos testes com os métodos de obtenção de autocentralidades, as versões

AIGRnn e AIGRn implementadas com oPower, obtiveram desempenho muito melhor que as

implementações dessas versões com a função _dssyevr. Nas comparações entre as versões

do AIGR implementadas com oPower, o algoritmopAIGRnn foi o que obteve os melhores

resultados dentre os três que usam o método de modificaçãomodnn, enquanto que as versões

que usam o método de modificaçãomodn apresentaram resultados praticamente iguais.

Na comparação realizada com oNauty, em relação às médias dos tempos de execução, foi

observado que este algoritmo apresentou melhor desempenhonos testes com os grafos regulares

não isomorfos dos gruposgrd04 egrd10-49, enquanto que opAIGRnn foi melhor nos testes com

as instâncias formadas por grafos isomorfos dos gruposigrd04 e igrd10-49, sendo oβ -AIGR
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aquele que teve o pior desempenho para esses grupos de grafos. Com os gruposrnd-3-reg

e irnd-3-reg, as versões doAIGR apresentaram resultados melhores que oNauty, já com os

grupos de grafos fortemente regulares oNautyapresentou resultados muito melhores que as

versões do AIGR. Em relação a consistência dos algoritmos, oNautyapresentou tempos de

execução com baixas variações nos testes com instâncias de mesmas características, o que não

aconteceu com as versões do AIGR, que apresentaram desvios padrões altos para os grupos de

grafos fortemente regulares e os gruposrnd-3-reg e irnd-3-reg.

Nos resultados dos testes com instâncias formadas por grafos do grupogrd10-49 (Seção

6.2), é possível perceber que os tempos de execução apresentados pelas versões do AIGR au-

mentam com a densidade dos grafos. Isto deixa claro que o AIGRtem seu desempenho influ-

enciado pela densidade das instâncias formadas por grafos não isomorfos.

Por todos os resultados observados, pode-se concluir que o AIGR é um algoritmo eficiente

para a resolução do PIGR com instâncias formadas por grafos regulares não esparsos gerados

aleatoriamente. Porém, demonstrou que precisa de estratégias mais eficientes para lidar com

instâncias formadas por grafos fortemente regulares e paraapresentar resultados mais consis-

tentes.

Para trabalhos futuros, serão estudadas melhores estratégias de obtenção das autocentrali-

dades. Durante os testes foi observado que o critério de parada do método proposto por Baroni,

Boeres e Rangel (2011) não é o mais adequado. Existem situações em que a execução de al-

gumas iterações após o critério de parada ser atingido, resultam em valores mais adequados

de autocentralidades, isto é, valores que representam melhor o quão central é um vértice de

acordo com esse conceito. Outra proposta de trabalho futuroé a incorporação de um método

de refinamento ao AIGR, objetivando a utilização de informações da vizinhança dos vértices

para melhor distingui-los. Outro trabalho previsto está relacionado a uma evolução dos algorit-

mos paramétricos. Quanto mais essas versões do AIGR diferenciarem os conjuntos de vértices

dos grafos, mais eficiente será o algoritmo executado na segunda fase de descida na árvore de

busca. No entanto, o ideal é dividir o trabalho de detecção deisomorfismo com o algoritmo da

segunda fase de busca, de forma que cada algoritmo contribuacom 50% dos tempos totais de

execução. Então, em vez de usar apenas o parâmetroβ para determinar o momento de inter-

romper esses algoritmos, fazer uso também dos tamanhos das partiçoes geradas com os vetores

de autocentralidades.
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APÊNDICE A -- Algoritmos

Neste apêndice são apresentados o algoritmo referente a fase 2 do processo de resolução do

PIGR descrito na Seção 5.2, o algoritmo de rerrotulação de vértices usado para gerar os grupos

de grafos isomorfos, e a adaptação do método de obtenção das autocentralidades proposto por

Baroni, Boeres e Rangel (2011).

ConsidereGβ
1 eGβ

2 , q= 0.3n, grafos resultantes dasβ modificações equivalentes realizadas

por uma das versões paramétricas do AIGR sobreG1 e G2, grafos comparados. Considere

ac(v) uma função que retorna a autocentralidade do vérticev. O Algoritmo 4 apresenta o

pseudocódigo de um algoritmo de busca em profundidade combacktracking, que tenta mapear

V(G1) emV(G2), partindo do mapeamento parcial feito pela versão paramétrica do AIGR, sem

que as condições de isomorfismo sejam violadas.

Algoritmo 4 : Algoritmo Fase2.

Dados: [Gra f os G1, G2, Gβ
1 e Gβ

2 e o mapeamento parcial f eito peloβ -AIGR]
Passo1 :1

Se (∃v∈G1⊂Gn
1 ainda não mapeado) então2

Selecionev;3

Senão Retorne o mapeamento encontrado.;4

Passo2 :5

Para cada (u ∈G2⊂Gn
2 ainda não mapeado comv para o mapeamento corrente)6

faça
Se (ac(u) = ac(v)), então7

Se (mapearu ev não invalidar mapeamentos anteriores)então8

Mapeieu ev e vá ao Passo1;9

Passo3 (Backtracking) :10

Se (for possível realizar backtracking) então11

Backtracking( );12

Senão Os grafos não são isomorfos;13

O Algoritmo 5 tem como parâmetro a matriz de adjacênciaA(G) de um grafoG e sua

ordem. Ele realiza 2n trocas de linhas e colunas alterando a matriz recebida como parâmetro.
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Algoritmo 5 : Algoritmo de Rerrotulação.
Dados: [Matriz A(G) sua ordem n]
z← 0; Enquanto (z< 2∗n) faça1

num← NumeroAleatorio( );2

i← Resto(num,n);3

num← NumeroAleatorio( );4

Enquanto [( j← Resto(num,n)) = i] ] faça5

num← NumeroAleatorio( );6

j ←Resto(num,n);7

Troque as linhas i e j de A(G);8

Troque as colunas i e j de A(G);9

z← z+1;10

A seguir é apresentado o pseudocódigo da adaptação do algoritmo proposto por Baroni,

Boeres e Rangel (2011) para as versões do AIGR que utilizam o método de modificaçãomodn.

SejaL a lista de adjacência de um grafoG k-regilar de ordemn, v0 um vetor não nulo eµ a

quantidade de modificações realizadas pelo AIGR sobreG. O Algoritmo 6 calcula as autocen-

tralidades deGµ .

Algoritmo 6 : Algoritmo de Power adaptado ao método de modificação modn.
Dados: [ L, v0, n, µ ]
Enquanto |π(v1)|> |π(v0)| e |π(v1)|< n, faça1

Passo1:2

aux← l ← 0;3

~vz
1 = ∑ j~v

j
0, 1≤ j 6= z≤ n, grau(z)> k e j adjacente az;4

aux← aux+vω
0 , ω é o vértice adicionado na modificação do grau dez;5

~vz
1+= aux;6

l ← l +1;7

Passo2:8

~vz
1 = ∑ j~v

j
0, 1≤ j 6= z≤ n, grau(z) = k e j adjacente az;9

Passo3:10

aux← 0; Para l = µ1, faça11

~vl+n
1 ← vω

0 +aux, ω é o l -ésimo vértice modificado;12

aux← vl+n
0 ;13

l ← l −1;14

~v0←~v1;15
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APÊNDICE B -- Tabelas dos Resultados

Computacionais - Seção da 6.3

Neste capítulo são apresentadas as tabelas com as médias dostempos de execução e desvios

padrões referentes aos testes realizados com os gruposrnd-3-reg, irnd-3-reg, esp, iesp, sts-sw

e ists-sw, para as versõespAIGRnn eβ -AIGRn e oNauty. Em cada tabela, a colunaσ apresenta

os valores de desvios padrões.

Grupos rnd-3-reg e irnd-3-reg

As Tabelas B.1 e B.2 apresentam os resultados obtidos nos testes realizados com os grupos

rnd-3-rege irnd-3-regpara as versõespAIGRnn e β -AIGRn e oNauty..

pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ
1000 0,731668 0,423961 0,721407 0,414555 2,317999 0,018418
2000 5,418519 4,743493 5,334830 4,656415 15,344949 0,062568
3000 24,798643 15,75917824,419095 15,486477 47,727888 0,09505
4000 25,063763 30,18131124,724867 29,682601109,820805 0,641958
5000 66,103348 59,77000365,173537 58,828266208,910138 0,786041

Tabela B.1: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
rnd-3-reg.

pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ
1000 0,624628 0,322221 1,272246 0,316885 2,330706 0,017228
2000 3,718996 2,890333 6,469542 2,841718 15,364188 0,063478
3000 11,02987 11,66276317,446522 11,479385 47,645993 0,075724
4000 40,353547 24,70860851,639554 24,337249109,592702 0,691746
5000 73,524328 51,11886391,210775 50,288367208,845792 0,64319

Tabela B.2: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
irnd-3-reg.
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Grupos espe iesp

As Tabelas B.3 e B.4 apresentam os resultados obtidos nos testes realizados com os grupos

espe iesppara as versõespAIGRnn e β -AIGRn e oNauty.

pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ

25 0,051117 0,005825 0,024765 0,019502 0,003404 0,001262
26 0,028435 0,009077 0,014396 0,006131 0,001880 0,000840
28 0,075515 0,035044 0,043030 0,023284 0,000623 0,000224
29 0,073485 0,000777 0,033164 0,005075 0,006942 0,001373
35 0,264346 0,074468 0,141271 0,040930 0,012999 0,003350
36 0,190224 0,015452 0,092418 0,009192 0,006548 0,001616
40 3,758341 3,852912 1,085705 2,320956 0,006998 0,003219
45 5,428484 12,5492492,913840 7,826347 0,008126 0,003566
64 11,372736 18,4063086,709360 11,3577840,006148 0,005696

Tabela B.3: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
esp.

pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ

25 0,001841 0,000967 0,001224 0,000612 0,003255 0,000639
26 0,021063 0,022513 0,012846 0,013549 0,001968 0,000185
28 0,008100 0,007189 0,004951 0,004424 0,000742 0,000110
29 0,065521 0,050518 0,038146 0,029754 0,003578 0,000306
35 0,059780 0,062792 0,033237 0,034657 0,003401 0,000955
36 0,136875 0,082799 0,060794 0,035814 0,007411 0,001959
40 0,047554 0,042540 0,022383 0,020967 0,002032 0,000453
45 0,060153 0,049928 0,028810 0,028005 0,005572 0,003078
64 0,002696 0,000271 0,002031 0,000636 0,001111 0,000278

Tabela B.4: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
iesp.

Grupos sts-swe ists-sw

As Tabelas B.5 e B.6 apresentam os resultados obtidos nos testes realizados com os grupos

sts-swe ists-swpara as versõespAIGRnn e β -AIGRn e oNauty.
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pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ

57 3,369805 0,858213 1,840930 0,490628 0,069105 0,002961
70 8,614213 2,339985 4,370470 1,215319 0,121835 0,003699
100 58,462888 13,757434 28,734743 6,9256530,326504 0,008996
117 129,063228 25,128355 61,594605 11,9933550,504115 0,014722
155 639,341281 270,023589271,267468 131,2896451,078737 0,022272
176 1048,803231 366,222342467,086242 163,2971291,531307 0,370083

Tabela B.5: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
sts-sw.

pAIGRnn β -AIGRn Nauty
Ordem Média σ Média σ Média σ

57 0,985807 0,659180 1,415824 0,954709 0,069082 0,002851
70 2,674836 1,868566 3,761282 2,635553 0,121427 0,004138
100 0,133964 0,108794 0,187761 0,156748 0,329238 0,009409
117 23,614189 29,423962 33,593028 41,8475020,506460 0,013412
155 443,415192 376,489673212,967179 181,0482041,090191 0,024744
176 859,382020 691,887647426,532212 374,8982571,535441 0,034268

Tabela B.6: Médias dos tempos de execução e desvios padrões obtidos nos testes com o grupo
ists-sw.


