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Eliminagdo de Gauss

Fatoracao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

Introducao

@ Encontra a solugcdo exata a menos de erros de ponto flutuante.

@ A idéia dos métodos é transformar o sistema em um sistema
trivial (sistema triangular).

@ A complexidade é em torno de n® (niimero de operacdes de
ponto flutuante).

@ Em certos casos, métodos diretos ndo s3o eficientes, por
exemplo, quando a matriz dos coeficientes é uma matriz
esparsa (muitos elementos iguais a zero) e de grande porte.

Labsim



Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Sistema linear n X n:

anxy + apxe +axs+ -+ anx, = b
a2 Xy + apxo +axnxz3+ -+ amx, = b
aniX1 + an2Xo + anp3xzs + -+ apmXn = by

ajj = coeficientes, b; = constantes, x; = varidveis (i,j =1, --

Na forma matricial Ax = b

air ar a;z - an| |[x by
axl ax» axn -+ an| |x by
anl an2 an3 Tt ann Xn bn

Lab
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Eliminagdo de Gauss

Fatoracao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

Substituicdo Regressiva

Sistema triangular superior n x n:

ain a2 a3z o an| [x by
0 axn a3 - an| |x b
0 0 a3 an| |x3| _ | b3
0 0 0 ce dnn Xn bn
Assuma que o sistema tem solugdo unica: a; #0,i=1,--- ,n.

Labsim



Métodos Diretos Eliminagcao de Gauss

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Substituicdo Regressiva

Sistema triangular superior n x n:

ain a2 a3z o an| [x by
0 axn a3 - an| |x b
0 0 as3 asn| |x3| _ | b3
0 0 0 s dnn Xn bn

Assuma que o sistema tem solugdo unica: a; #0,i=1,--- ,n.

bp
ammXn = bp=xp=
ann
bpn—1 — an—1,nXn
an—1,n—1Xn—1 + an—1,nXn = bp—1 = xp—1 = ——T—
an—1,n—1
n
bi — 32 ajx
linha i = AL :
inha i x; = P
3i Labtim



Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

bi— 3 aijXj
Algoritmo para a substituicio regressiva: x; = %
Data: A,b,n
Result: x
for i=n,1,-1 do
soma = bJ[il;
for j=i+1,n,1 do
| soma = soma - afi][j] * x[j];
end
x[i] = soma/ali]]i];
end
Esforco computacional (Nede operagdes (+,-,x,/) ou flops):
divisdo: n
n—1
subtracdo e multiplicagdo: 2 > j=2n(n—1)/2
j=1
total = n? Lab




Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Ax = b

Idéia do método:

Ax=b N

operacdes de linhas elementares

onde A é uma matriz triangular superior.

Lab t|m



Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoragio LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Ax=b

Idéia do método:

Ax=b N
operacdes de linhas elementares

onde A é uma matriz triangular superior.

Operacoes de linhas elementares:

@ trocar a ordem de duas equagdes;

@ multiplicar uma equag¢do por uma constante n3o nula;

@ somar uma equacio a outra.
Observacdo: A eliminac3o deve ser feita de forma sistematica, ou
seja, usando uma sequéncia de operacdes elementares de modo a
transformar um sistema linear em um outro equivalente, ondeLé’lo
matriz é triangular superior.

u-tlm
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Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Algoritmo para a Eliminagdo de Gauss:

Passo k: Eliminar os coeficientes da k-ésima coluna abaixo da
diagonal (1< k<n-1)

Operacgdo sobre a Linha i:

L,-<—L,-—m,-kLkondem,-k::ka, k+1<i<n

:>a,-j<—a,-j—§’—";’;akj, k+1§j§n

:>b,' «— b,' — 2”;’; bk

Lab#tim



Eliminagdo de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Data: A,b,n
Result: x
for k=1,n-1 do
for i=k+1,n do
fator = ali][k] / a[K][K];
for j=k+1,n do
| ali]li] = a[i]li] - fator * a[K][j];
end
b[i] = b][i] - fator x b[k]
end

end
Esforco computacional:

adigdo e subtragdo: n®/3 + O(n)

multiplicacdo e divisdo: n3/3 + O(n?)

total = 2n3/3 + O(n?) )
Obs: O(m") significa “termos de ordem m" e menores". Labtim
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Eliminagao de Gauss

Fatoragao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

A ldeia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1
@ U matriz triangular superior

tal que:

Labsim
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Eliminagao de Gauss

Fatoragao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

A ldeia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1
@ U matriz triangular superior

tal que:
A=LU
LUx = b
Ly = b (1)
Ux =y (2)

Labsim
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Eliminagao de Gauss

Fatoragao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

A ldeia Basica da Decomposicao LU

Seja Ax = b, supor que exista:
@ L matriz triangular inferior com [; =1
@ U matriz triangular superior

tal que:
A=LU
LUx = b
Ly = b (1)
Ux =y (2)

Como encontrar os fatores L e U?
U: matriz resultante da eliminagdo de Gauss (aj; = ajj — fikakk)

L: multiplicadores (fix = 2)

Labsim
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Métodos Diretos

Eliminagao de Gauss

Fatoragao LU
Matrizes Esparsas X Métodos Diretos

Sistemas Mal Condicionados

[A]l = [L]V]

onde
an ap ap
[U]=| 0 a a
0 0 af
e
1 [
[L]= |:f21 1 0:|
fin fn 1

[a] {x} - {8}
(] [&]
}
[£] {p} = {s}
e
{2}
|
[0] {x}={r}
{x}

(a) Decomposigéo

(b) Progressiva

(c) Regressiva

ajj = ajj — fikakk
_ B

Substituigao

Lab t|m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b

Lah.'.'-iim
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb

Lab¢ ft[m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb

Lab¢ ft[m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y

Lab¢ ft[m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

Lab t|m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

@ Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;

Lab t|m
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

@ Processo de Substituic3o:

Ax=b— PAx=Pb— LUx=Pb
Ux=y, entdo Ly =Pb

@ Ly = P b, Substituicdo Progressiva e determino y;
@ Ux =y, Substituicdo Regressiva e determino a solu¢do x.

12-40



Eliminagao de Gauss
Fatoracao LU

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Matrizes Esparsas:

MLB + 1

a, b ¢
b, a, b c,
b, a; 0 Cy
|—fI il -‘ ¢, 0 a, b, <y
e 3
: (j ifi o Cs b, a5 b Cs
< b, a; 0 [
| o ¢ 0 &b
[ en1 fn S’n—IJ Gy by ay b
€n fn — L c b, ay)
(a) Tridiagonal. (b) Banda. (c) Pentadiagonal.

Lah.'.'-iim
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Eliminagao de Gauss
Fatoracao LU

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Mairix 4: 582 nonzero entries.

A=LU: 1950 total nonzero entries.

LaQ-‘-’-iim




Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Esporco Computacional:
Eliminagdo Progressiva: 2n3/3 + O(n?)
Substituicdo Regressiva: n?

n Elim. | Subst. | Flops | 2n%/3 | % Elim.

10 705 100 805 667 87.58%
100 671550 10000 681550 666667 | 98.53%
1000 | 6.67 x 108 | 1 x 10° | 6.68 x 108 | 6.67 x 108 | 99.85%

@ O tempo de computacdo cresce bastante a medida que o
sistema fica maior. A quantidade de flops cresce quase trés
ordens de grandeza para cada aumento na ordem de grandeza
da dimensao;

@ A maior parte do esforco vem da parte da eliminagdo. Esforcos _ ..
para melhorar o algoritmo devem se concentrar neste passo. 2birtim

15-40



. . Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos

es Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Sistemas mal condicionados sdo aqueles onde pequenas modificacGes
nos coeficientes ou constantes do sistemas resultam em grandes
modificacdes na solucido.

ou

Uma outra interpretacdo é que uma grande quantidade de respostas

pode aproximadamente satisfazer as equagdes.
Exemplo 1: solugdo exata = (4,3)7
x1+2x = 10
1.1xy +2x = 104
Exemplo 2: solugdo exata = (8,1)7

x1+2x = 10
1.05x1 + 20 10.4 Labztim
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. . Eliminagdo de Gauss
Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Observacao:

@ A maioria dos sistemas derivados de problemas de engenharia sdo
naturalmente bem condicionados.

@ Residuo pequeno pode nao representar uma boa aproximacgao para a
solugio. No Exemplo 2 a solugdo exata = (8,1)7 e o residuo para
%=(4,3)T ér=b— A% =(0,0.2)" parece pequeno, mas a
solugdo estd muito longe da solugdo exata.

x1 + 2X2 = 10
1.05x; +2x, = 10.4

@ O determinante também n3o é um bom indicador do mal
condicionamento de um sistema. Exemplo 1 o determinante é —0.2
e no Exemplo 2 é —0.1. .
Labtim
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Eliminagao de Gauss
Fatoracao LU

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Um bom indicador para o mal condicionamento de um sistema, Ax =
b, é o nimero de condi¢do (ou niimero de condicionamento) da
matriz A, definido a partir da norma de A e da norma de A~1:
-1
K = cond(A) = ||All[|A™"]|

Pertubagcoes em A:
VamosNanaIisar a influéncia que pertubacdes dos dados de eNntrada,
0A = A — A, podem provocar na solucdo do sistema. Seja Ax = b.
—Ah=AYA) =AY A+ A- A)x
s x=X+A1A-A)x

S ox=x—x=A15A%

5A|
> 115ell = I = 511 < 1A~
X — X |0A Labtim
[ N7

x|l = 7 [A]l



Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Pertubacoes em b:
Assimindo que o vetor b contem pertubag¢des db:

A7b=x = ||ATH]||b|| = ||xI
0b=Adx = [|ob]| < [[Al[[|6x]|
Ax=b = [JAlllIXI| = [|bll
o0x =A'5b = |lox|| < ||A7H[[|obl]

1 1 1 1
IAZHIBI = 1XIT HAIIXIE— (15])

el <‘\||65‘|‘> <A e mar (e ) <1 _1”<‘|’|5bb\y>”

b¥tim

)

lse a e b sdo postivos e a < b, entdo % > %
25e 2. b, c e d s30 positivos e a >be c > d, entdo ab > cd



Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

O ndmero de condicdo de uma matriz A é definido por:

K = cond(A) = ||AH]]]|All

Assim podemos concluir que:

e Ui ) = (it ) =+ (i)

20-40
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Eliminagao de Gauss

Fatoracao LU

Matrizes Esparsas X Métodos Diretos
Sistemas Mal Condicionados

Métodos Diretos

Nimero de Condicionamento no Octave

Considere o exemplo cldssico de matriz mal-condicionada, matriz de
Hilbert hj = 1/(i +j — 1). A fungdo do Octave abaixo tem por
objetivo mostrar como a propagacdo dos erros de arredondamento
prejudicam a confiabilidade nos resultados dos métodos diretos:

function [errorx, Keps,Kerror_b, nresiduo] = avaliacond(n);
H = hilb(n);
b = H*ones(n);
x = H\b;
dx = ones(n)-x;
db = H*dx;
nb = norm(db,inf)/norm(b,inf);
error-x = norm(dx,inf)/norm(x,inf);
K = cond(H);
Keps = K*eps;
Kerror_b = K*nb;
nresiduo = norm(b-H*x,inf);
endfunction

Lab:im
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Eliminagao de Gauss

Métodos Diretos Fatoracdo LU

Métodos Diretos

Matrizes Esparsas X
Sistemas Mal Condicionados

n % K * eps K (ll‘fEb\‘\‘) [r]] K

6 | 5.4048e-10 | 3.3198e-09 | 1.9196e-09 | 1.3323e-15 | 1.4951e+07
7 | 1.7371e-08 | 1.0555e-07 | 8.8106e-08 | 3.1086e-15 | 4.7537e+08
8 | 6.5516e-07 | 3.3879e-06 | 1.0023e-06 | 1.7764e-15 | 1.5258e+10
9 | 2.3183e-05 | 1.0950e-04 | 3.7413e-05 | 3.5527e-15 | 4.9315e+11
10 | 7.9948e-06 | 7.9948e-06 | 0.0035581 | 4.4409e-15 | 1.6024e+13
11 | 0.012950 0.11597 0.083193 | 4.4409e-15 | 5.2227e+-14
12 | 0.0023275 3.8891 18.346 4.7962e-14 | 1.7515e+16
13 | 0.0048332 742.55 4355.9 5.1514e-14 | 3.3441e+18

Tabela: Erros para a matriz de Hilbert

eps = 2.2204e-16
n = 12 e 13 mensagem matrix singular to machine precision
292_40
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Métodos lterativos

Métodos Iterativos

O Idéia dos métodos

@ Método de Gauss-Jacobi
© Método de Gauss-Seidel
@ Convergéncia dos métodos
© Método SOR

23_40

Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel

Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Labsim



Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Introducao

@ Encontra uma solucdo aproximada com precisdo pré-fixada.

@ O objetivo é transformar o sistema Ax = b em uma expressao
recursiva tal que x(kT1) = M x(K) 4 ¢ para uma condic3o
inicial x(©) conhecida.

@ Depende de critérios de convergéncia relacionados a matriz de
iteracao M.

e A complexidade, por iteracdo, é em torno de n? (ndmero de
operagdes de ponto flutuante).

@ Quando a matriz dos coeficientes é esparsa, somente os

coeficientes ndo nulos necessitam ser armazenados. )
Labtim
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Caract: S
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos
Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Ideias Gerais

Ax = b (3)
Isolar x, reescrevendo o sistema (3) da seguinte forma:

x=Mx+c (4)
onde

M = matriznxn

c = vetornxl1

Labsim
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Ma >s Esparsas x Métodos Iterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Defina o processo iterativo com k =0,1,2,---

xK+D = px(K) 4 ¢ (5)

26-40



Caract: S

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Defina o processo iterativo com k =0,1,2,---
xFH) = M xR 4 ¢
Dado x(, usar (5) para calcular
xD = MxO© 4 ¢
x®? = MxM 4 ¢

26-40
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Defina o processo iterativo com k =0,1,2,---

xK+D = px(K) 4 ¢ (5)
Dado x(©), usar (5) para calcular

xD = MxO© 4 ¢

x®? = MxM 4 ¢

||X(k+1)_x(k)HOO

até que e, = < €ou k > kmax (critério de parada)

RIGRIS
onde
€ = tolerancia dada
Kmax = numero maximo de iteraces dado
I[X|lsa = max |xj| (norma do maximo)
1<j<n Labéitim

Outro critério de parada: ||r|| =db — Ax(KTD|| < €,



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Seja A um sistema n X n

a11x1 + aoxo + a13xz + -+ ainxn = bt
axix1 +axpxo +axsx3+ - +amxp = b
aniX1 + anpxo + an3xz + -+ amxn = bp

onde estamos assumindo que a;; #0, i =1,2,---

27-40
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Seja A um sistema n X n

a11x1 + aoxo + a13xz + -+ ainxn = bt
a1X1 + axnxo +axnx3 + -+ apmxp, = by
aniX1 + appxo +ap3xz + -+ apX, = by
onde estamos assumindo que a;; #0, i =1,2,---  n.
1
= X1 = ; [b1 — (312X2 + aizxz+ -+ alan)]
11
1
=X = [bo — (a21x1 + @23x3 + - - - + aznXn)]
22

Lab#tim
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método de Gauss-Jacobi

1 -

XY(H) = 3711 by — (alzxék) + 313X;«(zk) + 314X£k) + -+ alan(rk))}
1 -

Xg(kH) = :22 by — (321X§k) + 323X§k) + 324X£k) + -+ 32an(1k))}

: -

Xr(1k+1) = 37 bn — (an1X§k) + an2X2(k) + an3X§k) +-+ an,n—lxrgli)l):|
nn -

Para k> 0,

1 n
Xl'(k+1):; bi_zaij)(]'(k) ) I:172> N
i i—1

J._ .
J#
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

a31 432 4ass3

all 0 0 0 di2 4adi3
+ 10 a» 0+ |0 0 a3

411 d12 a3
A= |ax1 ax a3|=E+D+F
0
0
0 0 0 a33 0 O 0

20-40



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

411 d12 a3
dp1 do2 a3 :E+D+F

a31 432 4ass3

=lay O + 10 a» 0| +|0 0 a3
a31 4as2 0 0 das3 0 0 0

=Ax = (E+D+F)x=5b

=Dx = —(E+F)x+b
= DxD = —(E+F)xk 1+p
Gauss-Jacobi:
xF) = DY E+ F)xK) 4 D7 1p Labhim
Mxth) 1 ¢ o

20-40



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método de Gauss-Seidel

1
X1(k+1) - o by — (312X2(k) + 313X3(k) + 314Xz§k) Tt al”X’(’k))}
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Métodos lterativos

Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel
Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

a1l 4a12

A= |an ax

a31  4a32

0 0 0 aill

= |a21 0 0f + 0
a1 ax 0 0

= Ax

= (E+D)x

= (E + D) x(*1)

Gauss-Seidel:
S (k1)

—(E+ D) *FxW + (E4+ D) tb
M x4 ¢

a13

dan3 :E+D+F

as3

0 0 0 di2 4adi3

an 0]+ |0 0 a3
0 das3 0 0 0

= (E+D+F)x=0b

= —Fx+0b
—Fx®k) 4 p
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

A convergéncia da sequéncia gerada pelo método iterativo
estacionario, x*T1 = M xk + ¢, é dada pelo Teorema 1, onde s3o

fornecidas condicdes necessdrias e suficientes de convergéncia.

Teorema 1: O método iterativo x**1 = M x* + ¢ converge com
qualquer x° se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em mdédulo) da matriz de iteragdo M.

Observacoes:

@ A taxa de convergéncia serd controlada pela magnitude do
raio espectral. Quanto menor o raio espectral, mais rapida a
convergéncia.

@ A determinagdo do raio espectral da matriz de iteracdo p(M)
pode requerer maior esforco computacional que a prdpria

solucdo do sistema Ax = b.
292_40
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Teorema 2 (Critério das Linhas): E condicdo suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
que a matriz dos coeficientes A seja diagonalmente dominante, ou

seja,
n

aj= (Y lagh/lail <1, i=1,2,---.n
j=1
JF#i
Teorema 3 (Critério de Sassenfeld): E condicio suficiente para a
convergéncia do método iterativo de Gauss-Seidel que a matriz dos
coeficientes A satisfaca

51 = 041<1

Z|alj‘6j+ Z |2y

Jj=i+1
|ai]




Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb

Lab¢ ft[m
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—D)x+w(D+E+ F)x =wb

24-40
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1—-w)D —wF]x+wb

24-40
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1—-w)D —wF]x+wb

Dado x(9 calcular

(D + wE)x ) = [(1 — w)D — wF]x™) + wb
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1—-w)D —wF]x+wb

Dado x(9 calcular

(D +wEH = [(1 —w)D —wF]x*) +wb
Dx K1) = (o(— ExkH1) — Fx(K) 4 p) + (1 — w) Dx(®)

Labtim
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxacdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:
(D-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1 —w)D — wF]x 4+ wb
Dado x(9 calcular
(D +wE)x* 1) = [(1 - w)D — wFx¥) + wb
Dx(k+1) = w(—Ex(k+1) — x4 b) + (1 — w)Dx(k)
o (k1) wD—l(_EX(k—H) — xR 4 b)+ (1 — w)x(k)

Labsim
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos lterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =w(D+E+F)x=wb
(D—D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1—-w)D —wF]x+wb

Dado x(9 calcular

(D +wE)x* 1) = [(1 - w)D — wFx¥) + wb
Dx(k+1) = w(—Ex(k+1) — x4 b) + (1 — w)Dx(k)
o (k1) wD—l(_EX(k—H) — xR 4 b)+ (1 — w)x(k)

Observacdo: Para w = 1, temos o método de Gauss-Seidel:

x) = (E4+ D) tFx® 4+ (E+ D) b (&b tim
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Métodos lterativos

Caracteristicas
Método de Gauss-Jacobi
Método de Gauss-Seidel
Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Armazenamento de Matrizes Stencil
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Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR

Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Armazenamento de Matrizes Esparsas - Formato CSR:

11500
34000
A=|6 07 89
00360
00205
AA[1 1 5 3 46 7 8 9 3 6 2 5|
JA[1 2 3 1 2 1 3 45 3 4 3 5]
IAT1 4 6 10 12 14]

n - ordem de A

nnz - nimero de coeficientes ndo nulos

2nnz + n+1 - ndmero de aloca¢des para armazenar A Lab%tim
AA(k) = ajj, JA(k) = J, IA(QMS k <IA(i +1)



Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

Repositérios de matrizes Esparsas Market Matrix 3 e CISE #

@ Disponibilizam matrizes esparsas oriundas das mais variadas
dreas para apoio a estudos de avaliacdo de matrizes esparsas
em geral.

@ Exemplos de matrizes depositadas nos repositérios:

R
I\.

s
Ny,
|||||L|t|-:.\.\. P R |
(a)hor__131, n = 434, nnz = 4710 (b)FEM_3D_THERMAL1, n = 17880, nnz = 430740 (c) cagel3, n = 445315,
mmz= 7479343

3http://math.nist.gov/MatrixMarket /

*http://www.cise.ufl.edu/research /sparse/matrices/
27.40




Caracteristicas

Método de Gauss-Jacobi

Método de Gauss-Seidel
Meétodos lterativos Convergéncia dos métodos

Método SOR
Matrizes Esparsas x Métodos Iterativos
Matrizes Mal-Condicionadas

@ Um dos formatos indicados para as matrizes é <nome>.mtx

112 376
-9696530325600e+08
-5873393728200e+09
-2.9696530325600e+08
-5873393728200e+09
-9696530325600e+08
-4.5073393728200e+00 t;
-2.9696530325600e+08
-4.5073393728200e+00
-67239646968008e+11
-5873393728200e+09
-3.0414852966400e+10
-67239646968008e+11
-4.5073393728200e+00
-3.0414852966400e+10
-93237959405008e+08
-4.1381337364000e+00
-9.6272656149300e+07
2 5 3.6920563633300e+08
3.9323795940500e+08
4.1381337364900e+09
8 6 -9.6272656149300e+07

1

]

[EES

-

w

112
11
41
51
a1
272
32
62
72
33
63
73
44
54
a4
55
a5
95
1

6

7

1

@ Todas as informacdes das matrizes podem ser obtidas
navegando nas paginas de cada matriz.

Lab#tim

@ os coeficientes nao nulos estdo listados coluna a coluna.
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