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Formulagdo Numérica Variacional

Problema Modelo - Bidimensional

Achar u: Q — R, tal que

—V-(KVu)+bu = f, em; (1)
u = g, emlg (2)
0
Ka—; = h,  emTh (3)
onde
00 = Fg U,
com
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Formulagdo Numérica Variacional

Problema Formulacao Variacional Discreta

Achar up = wp + G € Vp p, wy € V), tal que
a(vp, wp) = (vh, £) + (va, h)r, — a(va, Gp), Yy € Vp,

onde

a(vp, wp) = /(Vvh-KVuh+avhuh>dQ;
Q
(vp,f) = /fvth;
Q

(Vh,h)rh = / thdr;
Ch

Vi = {ve H(Q)lv=0em I}
Vo, = f{veHY(Q)v=gemTlg};

a(vh, Gh) = /Q(Vvh - KV G + O‘VhGh)dQ.
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Formulagdo Numérica Variacional

Problema Formulacao Variacional Discreta

Gp é uma aproximagdo (fungdo polinomial linear por partes) de G
tal que

g(zj), sez €Ty (pontos nodais prescritos);

0, se zi ¢ [z (pontos nodais livres).
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Formulagdo Numérica Variacional

Problema Modelo

Escolhendo {¢1,¢2,---,én,} como uma base de Vj, entdo,
podemos definir

N,
wh = > agi(xy);
=1

Vh = ¢i(X7y)> =12, N.
Substituindo esses resultados na formulagdo variacional discreta,
obtemos um sistema linear da forma

Au=F,

onde
o A =[Aj] é uma matriz N; x N;, com

Ajj = a(i, ¢7) = /Q(V¢i KV + 06id;)dQ
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Formulagdo Numérica Variacional

Problema Modelo

e F = [Fi] é um vetor com N, elementos, onde

F,-:/qﬁ,-fdQ—l- ¢,‘hdr—/(V(bi'KVGh‘f'U(Z’iGh)dQ
Q Iy Q

Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espirito Santo



Fungdes Lineares Por Partes

Funcdes lineares por partes definidas sobre uma malha

triangular

Um polindmio nas varidveis x e y tem a forma
2 2
aoo + a10X + ao1y + a20x” + anixy + ao2y” + - + aony”,

onde ago, a10, - -+, don S30 0s coeficientes (constantes).
@ Para definir um polindmio por partes em , o dominio Q
precisa ser particionado em subdominios;
@ Uma func3o polinomial por partes é uma fungdo definida por
um polinémio em cada subdominio de €2;
@ A colecao de subdominios é chamada de malha;

@ As malhas bidimensionais mais comuns sao triangulacoes: m
dominio 2 é particionado em tridgulos. I’

Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

Funcdes lineares por partes definidas sobre uma malha
triangular

@ A intersecdo de quaisquer dois tridngulos é um vértice (comum
aos dois tridngulos) ou uma aresta (comum aos dois tridngulos).
Situagles como as mostradas nas figuras abaixo sdo chamadas
de triangulagBes nao-conformes (e n3o serdo permitidas).

4
3
3
1 2 1
2
(a) Dois exemplos de triangula¢des ndo conformes. Em
ambos os casos, a interse¢do dos tridngulos 1 € 2 é um 'J:L;
segmento de linha que n3o é uma aresta do tridngulo 1 dotsmosme
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Fungdes Lineares Por Partes

Funcdes lineares por partes definidas sobre uma malha

triangular

@ Se o dominio € n3o é poligonal, é necessario aproximar
a fronteira 00 por segmentos de linhas ou curvas simples
(originando "tridngulos com arestas curvas’). Assumiremos
que 2 seja poligonal, de forma que a triangulacdo cubra
totalmente €. A figura abaixo mostra as triangulagdes de um
quadrado e um pentagono.
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Fungdes Lineares Por Partes

Um pouco de notacao ...

@ Um triangulagdo consiste de N; triangulos
T17 T27 T, TNt;
@ Os vértices dos tridngulos s3o

21,22, yZN,

onde zj = (xj, y;) e N, é o nlimeros total de vértices da malha;

o Cada tridngulo ¢é associado a trés vértices da lista
{z1,20,--+ ,zn,}, que podem ser identificados pelos seus
indices na lista:

(i) indices dos vértices do triangulo T;: nj1, nio e n;3;
(i) os vértices de T; sdo zy,,, zn,, € Zp, ;-
@ Os indices n;j relacionam os indices locais (j = 1,2,3) com o'ji-;

Universidade Federal

indices globais. Bt
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Fungdes Lineares Por Partes

Um pouco de notacao ...

@ No processo de andlise e implementacao do MEF, é necessario
considerar uma familia de triangulagcdes. Cada triangulacdo
é caracterizada pelo seu tamanho de malha h (comprimento
caracteristico de malha), que é definido como o didmetro
maximo dentre todos os didmetros dos tridngulos que compoem
a triangulacdo. Denotamos uma triangulacdo por 7p,.

'ﬂ:";

Universidade Federal
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Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espirito Santo



Fungdes Lineares Por Partes

@ O espaco de funcdes mais simples formado por polindmios por
partes continuos em { consiste de funcées lineares por partes
continuas definidas em 7.

@ Seja p uma fungdo polinomial linear por partes continua em €.
Entdo, a funcdo p restrita a cada T; € T, € da forma

pi(x) = p(x) | ;= a;i + bix + ciy,

onde a;, b; e ¢; sdo determinados (unicamente) através dos
valores de pj(x) nos trés vértices de T;.
e O grafico de p;(x) é uma parte de uma plano.

'ﬂ:";

Universidade Federal
do Espiito Santo

Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espirito Santo



Fungdes Lineares Por Partes

Como a funcdo p é continua em €,

@ se o vértice zi € T; e zi € Ty,
aj + b,'Xj + ciyj = ak + kaj + cky;-

= Os 3N; parametros (a1, b1,c1), (az, b2, c2), ---,
(an,, bn,, cn,) ndo sdo todos independentes;

@secaarestasc T;ese Ty,
aj + bix + ciy = ax + bkx + cky, VY(x,y) € s,

pois p é continua em s.

— Basta que p;(z1) = pk(z1) e pi(z2) = pk(z2), onde z; e z

sao os Vvértices extremos da aresta s. =
3%

Universidade Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

e Se Tp, contém N, vértices (pontos nodais), entdo uma fungdo
linear por partes em 7T, é determinada pelos N, valores nodais
da fun¢do, também chamados de graus de liberdade. A figura
abaixo mostra duas fun¢les lineares por partes definidas nas
malhas construidas sobre o quadrado e o pentagono.

(c) Duas fungdes lineares por partes continuas r" 3
L
Universidade Federal

do Espirito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

@ Seja P,(,l) o conjunto de todas as fungdes lineares por partes

continuas definidas em 7.

P,El) é um espaco vetorial de dimens3o finita, tal que

dim PM) = N,

o Cadafunciov € P,(Il) pode ser idenficada por um vetor a € RM

consistindo dos valores nodais da fungdo v.

Podemos determinar (facilmente) uma base

{wlaw%’ o 71/)Nv}

(1)
ara o espaco P;”’ de forma que
p pac¢ h q r:"'

Universidade Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

@ afuncio v € Pf(ll) pode ser escrita da forma

Ny
v=">aii
i=1

o Para todo vetor a = (ay,--- ,ay,) € RV,
Ny
> aii(x, ) = vix, ) = aj,
i=1
isto é,

1, sei=j;

wl(xj’yj) = { 0, sei 7&] (4)

A condicdo (4) define as fungdes base v;, i = 1,2,--- /N
Uma base satisfazendo (4) é chamada de base Iagrangean’ﬂ";

Universidade Federal

ou base nodal. ot
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Fungdes Lineares Por Partes

@ Exemplo de fun¢des funcdes base v;:

'ﬂ:";

Universidade Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

@ Exemplo de fun¢des funcdes base v;:

'ﬂ:";

Universidade Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

@ Os pontos nodais de 7, localizados na fronteira prescrita
(Dirichlet) sdo chamados de pontos nodais prescritos. Caso
contrario, eles sio chamados de pontos nodais livres;

@ Se os dois pontos extremos da aresta s € T; estdo na fronteira
prescrita (Dirichlet), dizemos que s é uma aresta prescrita, caso
contrario, s é uma aresta livre;

@ O nimero de pontos nodais livres serd denotado por N, e o
nimero de pontos nodais prescritos por N,;

@ Definimos a sequéncia I, l,--- , Iy, de forma que
Zl s Zlyy ’ZIN,
sdo os pontos nodais livres, e outra sequéncia p1,p2, -+, pn,
de forma que
Zpyy Zpys 5 2 =
P13 Zp2s " Lpy r
g i
sdo os pontos nodais prescritos. P
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Fungdes Lineares Por Partes

Exemplo

Seja 2 o quadrado unitario dado por

Q={(xy)eR}0<x<1,0<y<1}
tal que 9Q =Tz UTly, com [z NI, =0, onde

o Iy ={(x,y)|x € 10,1],y = 1} (fronteira superior do
quadrado);

o [, =00\l
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Fungdes Lineares Por Partes

Exemplo

A figura abaixo mostra uma malha definida sobre o dominio €. O
nimero total de elementos triangulares é N; = 32 e o niimero total
de pontos nodais (vértices) é N, = 25.

- 24 22 23 24 25
2 2 2 3
26 28 30 32
46 7 48 49 20
1 1 2 2
18 20| 22 24
41 12 13 4 15
9 1 1 1
10 12] 14 16
& 7 ) = 10
1 3 5 7
2 4 6 8
4 2 = 4 5

(d) Uma triangulagdo do quadrado unitdrio. A figura a esquerda
mostra a enumerac¢3do dos 32 elementos, enquanto que a figura a direita =
mostra a enumera¢ao dos 25 pontos nodais 'J:si

Universidade Federal
do Espiito Santo

Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espiri



Fungdes Lineares Por Partes

Exemplo

Recordemos que os inteiros n;1, nj, n;3 sao os indices dos trés
vértices do tridngulo (elemento) T;. A figura mostra que

N1 =7, N2 =38, niz3 = 13.
@ Os pontos nodais livres sdo: 1, 2, ---, 20. N, = 20;
@ Os pontos nodais prescritos sdo: 21, 22, 23, 24 e 25. N, = 5.
25 20 22 24 25
16 7 45 15 20
44 t2 Gt 15
& 5 S 10
-y
JFES
71 .=} 5 _“ 5 Universidade Federal

do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

° P;EI) é um subespago de H'(Q);
o Vy={vePVlv=0emTg};

@ Uma base para o subespaco V}, é dada por

{T/J/p@Z}/p T 7¢/NI};

Por conveniéncia, escrevemos v, = ¢, de forma que a base
para V}, pode ser escrita como

{01, 02, , 0N, }-

'ﬂ:";

Universidade Federal
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local e Vetor Local

Em cada tridngulo (elemento) T; € T, uma fungdo linear é dada por
pilx,y) =a+bx+cy, V(x,y)eT:.

Para determinarmos as constantes a, b e ¢, facamos:

vi = pilxi,y1)=a+bx+xn
vo = pi(x2,y2) = a+ bxo + xy»
i = pi(x3,y3) = a+ bxg+xy3

onde (xj,yj), j = 1,2,3 sdo as coordenadas dos trés vértices do

triangulo T;. r,.
S
d

Universi ederal
do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local e Vetor Local

Resolvendo esse sistema para a, b e ¢, obtemos

1

a = e [Vl(X2y3 - X3)/2) + V2(X3y1 - X1y3) + V3(X1y2 — x2y1)};
1

b = 54 [V1(Y2 —y3) +va(ys — y1) + va(y1 — yz)};
1

c = A [Vl(Xg, — X2) =+ V2(X1 — X3) -+ V3(X2 — Xl)}

onde A¢, é a drea do elemento (tridngulo) T;, dada por

1 x1 »n
20 =det | 1 x » | = (X1Y2—X2Y1)+(X3yl—X1Y3)+(X2Y3—X3Y2)}

Lo FES
J

Unive ederal
do Espirito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local e Vetor Local

Eliminando a, b e ¢, obtemos

pi(x,y) = vidi(x,y) + vad3(x,y) + v3¢5(x, y),

onde
Pi(x,y) = 21‘6 [(sz —x3y2) + (y2 = y1)x + (x3 — Xz)y];
$500y) = g |lan —xays) + (s — y)x+ (a —xa)y];
P5(x,y) = 2;6 [(lez —xy1) + (1 = y2)x + (%2 — Xl)y]

sdo as funcdes de forma local associadas aos trés vértices (pontt?'_-_
nodais) do tridngulo T;. ‘:d'.“

Unive
do Espirito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local e Vetor Local

As funcdes de forma pode ser escritas como

1
d1lxy) = e [31 + bix + qy} ;
1
B5(6y) = ac |+ b+ ay);
1
P5(x,y) = DA [33 + b3x + C3y},
onde
ar = Xo¥3 — X3y bi=y—n €1 = X3 — X2;
a2 = X3¥1— X1)3 by =y3 —n €2 = X1 — X3;
a3 = xyp—Xxy1  ba=yi—y2  a=x—x. 11:1';

Universidade Federal
do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Problema Local

Problema Local

/ Vv - KV w,dQ + / bvpwpdQ = / v fdQ)
T T - T
Termo Difusivo Termo Reativo Termo de Fonte
+ / vphdl
I

———
C. C. Neumann

- /Vvh-KVGth
-

C. C. Dirichlet
- /bv,,G,,dQ .
a 'I'J:f

T Universidade Federal
C. C. Dirichlet fassisatel
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Fungdes Lineares Por Partes

Problema Local

As matrizes e vetores locais podem ser calculados através das
seguintes integrais:

minlr! .
/T((m) (62)"(¢3)"d2 = (m+n+r+ 2)!2A
¢ min!
/rs(¢1)m(¢2)ndr = mre7

onde A€ é a drea de um elemento triangular e '€ é o comprimento

de uma aresta do tridngulo.
g
JFES

Universidade Federal
do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Difusivo

Matriz Local do Termo Difusivo é dada por

dii di2 di3
D= dx dxn dy3 |,
d31 d3 ds3

onde
dj = /T Ve (x.y) - Vot (x, y)do.

Bzi)i
2% 1 b
e _ _ k
V¢k(X;Y) - a¢i - 2Ae |: Ci :|

oy m-'.
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Difusivo

Entao,

b; b;

2Ae 2Ae

V¢?(X>Y)V¢Je(xvy) = c
24° 24e
L bib
- 4(Ae)2( i j+cicj)

e

di — /T Vo2 (x.y) - Vo< (x, y)d9

— (je) (bib; +CICJ)/TdQ
e
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Difusivo

di

diz

(2 = )2 =) + (= x) s = )
:(Y2 — )3 —y1)+ (3 — x2)(x1 — X3): ;

(2= 3)01 = y2) + (38 = x) e =)

(05 = )2 =) + (1 = xa) s = )

:()/3 —y1)(y3 —y1) + (x1 — x3)(x1 — X3): ;

(5 = 3)01 = y2) + (1 = 38) 0 =)
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Difusivo

d31 = 426 [(yl - }/2)()/2 - y1) + (X2 - X1)(X3 — X2)} :
d32 = 4/1\9 [(Y1 —»)ys —y1)+ (e —x1)(xa1 — X3)} :
dz = 4;6 [(Y1 —y2)y1 —y2) + (0 — x1)(x2 — Xl)} :
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Reativo

Matriz Local do Termo Reativo é dada por

ni n2 ns
R=1|rn1 rmn mn3|,
1 R 133

onde

mzﬁﬂ&ﬂﬁ@ﬂﬁ&ywﬂ

Considerando b(x,y) constante em cada tridngulo T, obtemos

e . .
% se i =j;

Y

bAe . .
oy SeiF . ":.;

Universidade Feder
do Espiito Santo

mzbﬁﬁﬂnmﬁkywﬂz
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Fungdes Lineares Por Partes

Matriz Local - Termo Reativo

211
bA®
R = B 1 21
11 2
A matriz
211
e
/142 1 21
1 1 2

proveniente do termo

/ whVRdS)
-

é chamada de matriz de massa associada ao elemento (triéngulh
=
T. T

Universidade Federal
do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

O vetor global F é construido a partir do termo

/VhfdQ—l—/ thdr—/(VVh-KVGh+thGh)dQ
Q r, Q

@ Em cada elemento T € 7T, tem-se um vetor local

onde
f,-e—/ qbffdQ—i—/ qb?hdr—/(ngf-KVGﬁ—i—b(bfG,f)dQ,
T re T

I' 1 2 3 Universidade Federal
= . doEspiito Santo
» =
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

Usando interpolacdo, podemos aproximar a funcdo f no elemento
T da seguinte forma

FO)IT = Ai(x,y) + 205(x, ) + fd5(x, ¥),

onde
f;’ - f(Xiayl')

é o valor da fungdo f no vértice z; = (x;,y;), i = 1,2,3 do tridngulo
T.
Portanto,

[ esraa—( [ ororan)ne( [ srosan)ar( [ ¢?¢>§d9)fi'-7:§
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

Isso implica que

Ae 211 fi Ae 2+ H + K
/W,,fdQ—l2 L2 1| fh|=5|h+26+6 |,
T 1 1 2 f3 i+ fHh+2f

onde f; = f(z) = f(x;, yi)-
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

Usando interpolagdo, podemos também aproximar a funcdo Gp no

elemento T da seguinte forma
GhlT = 8101(x, y) + &205(x, y) + &393(x, ¥),

onde
gi = g(xi,yi)

é o valor que Gp assume no vértice z; = (x;,y;), i = 1,2,3 do

tridngulo T. Se z; é um vértice livre, entdo g; =0
Portanto,

Ei1n Eip Eg3 81
/ (Vwp - KVGp+ bwpGp)dQ = | Ex1 Exx Epz &2
T Es1 E» Esz 83
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

E11g81 + E12g + E1383
/ (VWh - KV G+ bWhGh)dQ = Exign + Exogo + Exzgs |
T Es181 + E3280 + E3383

onde

@ £ =D + R é a matriz do elemento associada a forma bilinear
a(wp, vp), sendo que D e R s3o as matrizes locais de difusdo e
reacdo, calculadas anteriormente.

e Vale ressaltar que gi = Gp(x;,y;) é diferente de zero apenas

se o ponto nodal (x;,y;) é um vértice pertencente a fronteira
prescrita.
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

Vamos calcular o vetor local associado ao termo frh vphdl'. Cada
componente deste vetor local é da forma

b= [ ¢Shdl, k=1,20uk=230uk=1,3.

s
Se h é constante, ent3o

hk =h ¢2dr = ﬂa
I—e 2
h

onde | € o comprimento da aresta ['}.
Obs: k = 1,2 significa que os pontos extremos da aresta sdo os

vértices locais 1 e 2. A interpretacdo para k = 1,3 e k = 2 3r’-‘
andloga 7 7 ‘:'.‘

do Espiito Santo
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Fungdes Lineares Por Partes

Vetor Local

Entdo
ff ge | 2+ Rt fs wo |l
Fe=| | =5 At2h+h | +5 |1
f5 h+f+2f 0

E1181 + E128> + E1383
— | Exig1 + Exogo + Exzgs
E3181 + E3zog> + E3383

Obs: Note que estamos considerando que as arestas da fronteira de
Neumann estdo associadas aos vértices locais 1 e 2.
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Fungdes Lineares Por Partes

Exercicio

Problema de Transferéncia de Calor Bidimensional - Estado
Estaciondrio: considere uma placa plana quadrada mostrada na
figura abaixo, junto com a malha de elementos finitos. Se a
condutividade térmica é k = 10W/m°C, determine a distribui¢do
de temperatura usando elementos finitos triangulares lineares.

500°C

) 9

©N\©®

100°C 100=C 1 m SJ- 7

4 5 6

|/';> <:;J i G)

_r N @
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I m sidade Federal
frto Santo

Universidade Federal do Espirito Santo

Mestrado em Informética - PPGI/UFES



Esparsidade da Matriz Global
Implementando o MEF

Implementando o MEF

Em geral, os programas de elementos finitos sdo divididos em trés
partes:
@ Pre-processamento: geracdo de malha, estruturas de dados,
cdlculos relacionados aos elementos;
@ Processamento: montagem e solucao do sistema AU = F;
@ Pdés-processamento: saida de dados e visualizagdo gréfica da
solu¢do.

'ﬂ:";
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Implementando o MEF

Podemos escrever nosso cédigo de elementos finitos seguindo os
seguintes passos:

@ Entrada de dados tais como o dominio, a funcdo f, as condicdes
de contorno e os coeficientes da equac3o.

Construcdo da malha Tp;

Montagem da matriz e vetor globais A e F a partir das
contribui¢cdes das matrizes e vetores locais;

Solucdo do sistema linear AU = F;

Saida e visualizacdo dos resultados.
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Implementando o MEF

Considere a seguinte malha:

3 3 % 11
@ B
@ O,
L (10
@ ® /"N 0
©) @
2 5 9

@ Essa malha possui 11 elementos e 11 vértices (pontos nodais);
@ Os vértices 3, 6, 8, 9, 10 e 11 s3o prescritos (fronteira em

vermelho).
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Matriz coordenada COORD: é uma matriz de nnos linhas e 2
colunas, que associa a cada ponto nodal suas coordenadas x e y.
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Vetor ID: é um vetor de tamanha nnos, que identifica a equacado
associada a cada vértice global livre (ndo prescrito).

ID[1] = eq, se i é um ponto nodal livre;
0, se i é um ponto nodal prescrito,

onde eq é o nimero da equagdo associada ao né i.
Para a malha anterior,

ID=[1 203 4050000]"

@ Os vértices livres (1, 2, 4, 5 e 7) estdo associados as equac¢des
1, 2, 3, 4, 5, respectivamente.
JFES
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Matriz de Conectividade IEN: é uma matriz com nel linhas e
3 colunas que associa cada elemento e = 1,2,---,nel a seus
respectivos pontos nodais (vértices) globais.

211 Z12 71,3
221 222 223
IEN = Z31 Z32 Z33

| Znel,1 Znel2 Znel,3 |

onde z; ; € o ponto nodal global do elemento T; associado ao pondo
nodal local j.

g
IEN[elemento][noLocal] = noGlobal. 'J 13
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Para a malha anterior,

IEN =

O ~N~NOOORDNWNR R
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5 7
7 6
9 7
7 8
9 10
10 8
10 11
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Matriz de Localizagdo LM: é uma matriz com nel linhas e 3 colunas.
Essa matriz associa os vértices (pontos nodais) locais do elemento
ao nimero da equacgao correspondente. Para a malha anterior,

LM =

O OC1T 1T O PP WWON =
O o oI o 0P WP WDN
O O OO UTO UTO WO W
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A matriz de localizacdo LM pode ser construida a partir do vetor
ID e da matriz IEN através da expressao:

LM{elem][noLocal] = ID[IEN[elem][noLocal]]
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Varidveis importantes:
@ nel: nimero de elementos da malha 7p;
@ neq: nimero de equacoes;
@ nnos: nuimero de pontos nodais;
Vetores e Matrizes importantes:
e COORD, ID, IEN, LM,

e BOUND, BOUNDCOND: matrizes (ou vetores) associadas
aos dados de fronteiras.
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Montagem da matriz global A e do vetor global F

Figura retirada da tese de Jonas Cordazzo: Simulagdo de
reservatorios de petrdleo utilizando o método EbFVM e multigrid
algébrico, UFSC, 2006.

1
.

5

(a) Malha composta por 5 elementos e 8 nos
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Montagem da matriz global A e do vetor global F

Contribuicio . . —
dos Elementos @ 3 @
Matriz Local )OO
de Coeficientes
[A]. 0000
{ L J1 JL ]
4 A 4 v v
i . :
Montagem da H::H::H: 5 .4 [ s
Matriz Global + ” ) T
- : ;
7 4 7 45 78 H 45 234 L 1
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Montagem da matriz global A e do vetor global F

123 45678

Matriz Global
de Coeficientes

[A]

(b) Processo de formacdo da matriz global de coeficientes
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Montagem da matriz global A e do vetor global F

A<+ 0;
F <« 0;
Para e = 1 até nel faca
monta matriz local E do elemento e¢;
monta vetor local Fe do elemento e;
Para a =1, 2, 3 faca
Se LM[e][a] # 0 ent3o
F[LM][e][a]] + F[LM]e][a]] + Fe[a]
Para b =1, 2, 3 faca
Se LM[e][b] # O entdo
A[LM[e][a]][LM][e][b]] - A[LM[e][a]][LM[e][b]]
+E[a][b]
FimSe
FimPara

FimSe
FimPara JFES

FimPara

Mestrado em Informatica - PPGI/UFES Universidade Federal do Espirito Santo



Esparsidade da Matriz Global
Implementando o MEF

Esparsidade da Matriz Global

L 1
@ Discutiremos algumas vantagens de usar o espaco P,S ) (ou um

subespaco de P,(,l)) como um espaco de aproximacao do método
de Galerkin;

@ Um vantagem é que é facil trabalhar com fun¢bes polinomiais
(em particular, as lineares): avaliar, diferenciar e integrar essas
funcgdes sdo tarefas simples.

@ Outra vantagem é que quando a base nodal padr3o é utilizada,

a matriz global é esparsa, isto é, possui poucos niimeros nao-
nulos.
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Esparsidade da Matriz Global

Se {¢1,02,--+ ,¢n} é uma base para Vj, entdo a matriz global
A € RV*N ¢ dada por

A:[AU]7 onde AU:a(d)la(z)j)a 17121727 ;N

ta .1 Calel 2 24 25
zZ1 22 o =%
26 27 n n
26 o 3o 32
16 1+ 18 19 20
w 19 21 23
8 20 2 24
“+t 12 T3 4 15
L 1 3 15
10 12 14 16
& 7 B £ 10
i 3 5 T
2 L L] 8
4 2 = 4 5

-y
(e) O suporte das fungdes ¢1 e p1o 'J:si
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@ O suporte de ¢ é
T1U T

e o suporte de ¢19 é
To1 U Too U TozU T3g U T31 U Tap;

e Como esses suportes s3o disjuntos, segue-se que a($1, ¢19) =0
e
A1,19 = A191 = 0.

e Aj # 0 somente se a intersecdo entre os suportes de ¢; e ¢; é
ndo-vazia. Isso acontece quando i e j sdo vértices livres (ndo
prescritos) de um mesmo tridngulo, caso em que esses pontﬁ
nodais sdo chamados de adjacentes. el
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Esparsidade da Matriz Global

Considere o vértice livre 13 e o suporte de ¢13 mostrados na figura
abaixo.

2 - ]
W T 20

* 15
> w0

r > s

(f) O suporte da fungdo ¢13

1 S
Os Unicos pontos nodais livres adjacentes ao vértice 13 sdo 17
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Esparsidade da Matriz Global

Supondo que a linha de A associada ao ponto nodal 13 seja a linha
13, entdo somente os valores

A137,A138, A1312, A1313, A13,14, A13,18, A13,19

podem ser diferentes de zero.

@ Nenhuma linha pode ter mais do que 7 valores diferentes de
zero.
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Esparsidade da Matriz Global

Considerando

a(dis &) = /Q Vi - VejdQ

e a malha
24 22 22 24 25
16 7 18 1S 20
“+1 12 3 S 15
= 2 o . ] 5
(g) Pontos nodais prescritos: 21, 22, r:;:'
23, 24 e 25. .
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Esparsidade da Matriz Global

@ A matriz A é da ordem de 20 x 20, ou seja, possui
400 elementos, sendo que somente 82 s3o ndo-nulos
(aproximadamente 20%);

@ Note que a matriz A possui no maximo, 5 nimeros n3o-nulos
por linha. Isso acontece devido a simetria da malha. Mostre
que Ar37 = A1319 = 0.

1 '... :::. ) 1}::.;
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Esparsidade da Matriz Global

@ Quando uma malha ¢ refinada, o nimero de vértices adjacentes
a um dado vértice ndo aumenta;

@ A esparsidade da matriz global aumenta quando a malha é
refinada;

@ Refinando a malha anterior de forma que A seja da ordem 72 x
72, teriamos 326 valores ndo-nulos na matriz (aproximadamente
6%), de um total de 5184.
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