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Problema de Valor no Contorno (PVC) Método das Diferencas Finitas
Llntroducéo

Introducao

» A solucdo de Problemas de Valor no Contorno (PVC) pelo
método das Diferencas Finitas consiste em:
» Discretizar o dominio;
» Aplicar aproximacdes de diferencas finitas nas derivadas da
equacdo diferencial,
» Aplicar condi¢cbes de contorno.
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LProblema de Valor no Contorno - 1D

PVC - 1D
Dadas as fungées p(x), q(x) e r(x) continuas em (a, b), encontrar

u(x) tal que

d?u du
el +p(x)& +g(x)u=r(x) a<x<b
com condigdes de contorno do tipo:
u(a) = u, u(b) = up ou
du(a u
dE< )=, Yo =0 ou
du(a
Qg dE( ) + Bau(a) = va Oébdl(lji(xb) + Bpu(b) = v

onde u,, Up, 04, Op, Qa, Ba, ap, Bb, Ya € Yp S30 constantes
conhecidas do problema.
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I—Problema de Valor no Contorno - 1D
LDiscretizacéo do Dominio
:
Discretizacdo do Dominio

B (b—a)
T e

x; = a+ (i—1)h, sendo a = x1, b = x, e n nlimero de incégnitas
a=x1 <x < < X1 <X <Xjg1<---<xp,=>b
Objetivo:
obter aproximagdes u; ~ u(x;) V

i=1,...,n
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LProbIema de Valor no Contorno - 1D
LAproximacSo das derivadas por Diferengas finitas
Diferencas finitas

u'(x) =

R~ Ui+1h— u,-’ 6(h) (Diferen¢a Adiantada)
U(x) =~ %, 6(h) (Diferenca Atrasada)
U(x) =~ u,-+12—hu,-_1’ 0(h?) (Diferenca Central)

. O(h?)
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L Problema de Valor no Contorno - 1D

LApro><ima<;50 das derivadas por Diferencas finitas

Aplicando as Diferencas finitas na equacao diferencial

Uiy — 2u; + Ujy1 Uip1 — Uj—1 _
< 2 > + pi (T) +qiui =1t

bjui_1 + ajui+cuir1=r VYi=1....n

onde:
ai=q— (2/h*) b= (1/W) —pi/(2h) c = (1/h*) + pi/(2h)
-81 (&} 1T U | [ n ]
b a o > ra
b; aj Ci uj = ri
bn—l dn—1 Ch—1 Up—1 rn—1
L bn dn 4 L Un i L In J

Matriz Tridiagonal!!!
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LProbIema de Valor no Contorno - 1D
LCondit;f)es de Contorno

Valor Prescrito
A funcdo u é conhecida em x; = a e/ou x, = b, ou seja,

= u(x1) = u, efou u, = u(x,) = up

Acao:
81—>§1:1, C1—>C_1:0, r1—>r'1:uae/ou
a,—ap,=1 bp—>b=0, r,>m=u

Supondo valor prescrito em x; = a e x, = b:

1 0 Uy U,
by a o uz r

bl aj Ci uj = I
bo—1 an-1 Ch-1 Up—1 rn—1

i 0 1 | [ un | | Up
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L Problema de Valor no Contorno - 1D
LCondigées de Contorno

Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida: d‘c’,g(a) =0, ou d‘:fxb) =0y

A varidvel u;_; (para i = 1) ou a varidvel u;1 (para i = n) deve ser
substituida na equac3o linear bju;_1 + aju; + cjujr1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacdes de diferencas finitas convenientes na condicdo de
derivada conhecida no contorno:

Para i =1= uj = 93" =0, = uy = 1y — ho,

Para i=n= u, ~ “5—" = 0, = Upy1 = U, + hoyp

Acao:

aa—a=a+by, n—n=n-+bho,ou

ap —>a,=an+¢Cn th— F=r,— Chhop

Supondo valor prescrito em x; = a e derivada prescrita em x,, = b:

1 0 uy Uy
by a2 = u2 r
bp—1 an—1 Ch—1 Up—1 n—1

bn ap + ¢n up rn — cphoyp,
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L Problema de Valor no Contorno - 1D
LCondigées de Contorno

Condicdo mista
Um combinac3o linear entre u e v’ é conhecida: a,u'(a) + B.u(a) = 7,
ou apu’(b) + Bpu(b) = s
A varidvel u;_y (para i = 1) ou a varidvel u; 1 (para i = n) deve ser
substituida na equacao linear bju;_1 + aju; + cjujy1 = r;. Para isso, deve
ser usado aproximacdes de diferencas finitas convenientes na condicdo no
contorno:
I=1= aé“l;UO +/83U1 =%a = Up = (1 + hﬂa/aa)ul - hva/aa
i=n= ap™2= 4 Bpuy, = yp = U1 = (1 — hfBb/ap)un + hyp /o
Acao:
a] —ay =a+ b1(1 + h,Ba/Oéa), n—n=n-+ blh’)/a/Oéa ou
a, — a, = ap+ C,,(]. — th/ab), Irh— =1, — C,,h’)/b/Otb

Supondo condi¢do mista em x; = a e valor prescrito em x, = b:

a c1 uy mn
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L Problema de Valor no Contorno - 2D

PVC - 2D

Supor k, Bx(x,y), By(x,y), 7(x,¥), &(x,y), h(x,y) e f(x,y)
conhecidas, encontrar u(x,y) em Q € R? tal que:

2, 2,
—k(a +8 )—i—ﬂx —i—ﬂya yu = femQ

Ox?  Oy?
u = geml,
0
—ka—:: — hemT,
00
0N =Tg+Ty L
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L Problema de Valor no Contorno - 2D

L Discretizagdo do Dominio

Discretizacdo do Dominio

Q={(x,y),a<x<bc<y<d}

he =8 x=at(i-Dhe i=1...n
by =% y=ct(-Dh, j=1...m

Objetivo:

obter aproximagdes uj ~ u(xj,y;)) ¥V i=1,....,nej=1,....m

.
=
i
'

]
b bt fodie s

Kol
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L Problema de Valor no Contorno - 2D

LAproximacSo das derivadas por Diferengas finitas

Diferencas finitas

Q

Uiy1j—Ui—1j  U41 — U1
i+1y =1y _ Hi+ a(hi)

2h, 2hy, ’
e Ujap — Uj_
“Id+12hy -1 _ ’+”2hy I=n 9(/7;2/)
Ui — 2th7 + Uiy U1 — 2/%’ T g2
ujj_1 — 2hL12/,-j + Ujj+1 _ Yr—n— 2/:};/’ + UH'", H(hi)

L+l T+n

S W U CS WA SR oS

Ll o [ =1,2....,mx%n
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L Problema de Valor no Contorno - 2D

LAproximacSo das derivadas por Diferengas finitas

Aplicando as diferencas finitas na equacao diferencial

1—2 =2
_k(U/ 1 up+ upqa n Up—n U/+U/+n> n

h2 n
U1 — uj—1 Uj4+np — Uj—p
(B (—th ) ) (—Zhy ) +
yiup = f
divj_p+bu_1+au+quirt+eug,=f Vi=1,...,mxn
a = y+2k(1/H+1/k)
b = (=k/h) = (B)i/(2hy)
a = (—k/h3) +(Bx)i1/(2h)
di = (=k/h) = (By)i/(2hy)
e = (—k/K)+(By)i/(2hy)
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L Problema de Valor no Contorno - 2D

LAproximacSo das derivadas por Diferengas finitas
Sistema Resultante - Matriz Pentadiagonal
(a1 «a el 11 w [ f
by an Co € up f
dny1 bry1  ant1  Cnt1 €n+1 Upta fot1
d by a q el uy fi
dn—1 by-1 an—1 cn-1
L dn

fn—1

an | [ un

fn—1

fu |




Problema de Valor no Contorno (PVC) Método das Diferencas Finitas
LProbIema de Valor no Contorno - 2D
LCondigées de Contorno

Valor Prescrito
A fungdo u é conhecida em /, ou seja, uy = u(x;, y;) = g(xi,y;) = &
Acao:
a,—>§,:1, d/—>(‘7/:0, b/—>5[:0, C[—)CT/ZO, e — € =
07 € ﬁ — f_—l = 8

Representando a linha / do sistema:

Un—y
n—1 -1 | [+1 I+ n
uj—1
0 0 1 0 0 =
U4

Ul4n




Problema de Valor no Contorno (PVC) Método das Diferencas Finitas
L Problema de Valor no Contorno - 2D

LCondigées de Contorno

Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida em /, ou seja, fk%h = h(xi,yj;) = h

O dominio 2 é retangular, portanto a derivada com relacdo a normal

exterior unitdria (n) é definida por:

—Z—; para [ =1,2,....,n

d

CT::: %para I=n2%xn,..., mxn
%para /:(mfl)*n+l,(mfl)*n+2,vm
—%para I=1,n+1,...,(m—1)xn+1

(1)
(2)
« 1(3)
(4)

Dependendo da posicdo / no contorno, uma das varidveis [ — n, | — 1,

I +1, I 4+ n estara fora do dominio, portanto a equac3o:
diuj—n+ bjuj_1 4+ ajuy + crupp1 + euppn = 1

devera sofrer as modificacbes necessarias considerando uma das
possibilidades descritas de (1)-(4).
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|—Problema de Valor no Contorno - 2D
LCondigBes de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1,2,...,n

du du up— uj_p

—k—|) = -k —— ~N—"
d“|l ( d}’> g hy
Substituindo na equacgio /:

h
=h = u_p=u+ ?yh/
biui—1 + (ay + di)uy + crupia + equppn = fi — di =2 hy
Acao:

aj— a;=a;+d, d,—)J,:Oeﬁ—)f,:f,—d,h—k’h,
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L_Problema de Valor no Contorno - 2D

LCondigBes de Contorno - Fluxo Prescrito

| =n2%n,...,mxn

du du Uy — U,
—k—|; = -k — A
anl! <dx> I

hy
Substituindo na equacgio /:

h
—~h
Pl

]
=h[=>U/+1:U/—

diuj—n+ bjuj—1 + (a1 + c)u + equprn = fi + c—hy
Acao:

aj — a =a;+q, C/—>C_‘/=06f1—>7?/=f/+clhfh/
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L_Problema de Valor no Contorno - 2D

LCondigées de Contorno - Fluxo Prescrito

I=(m—1)*n+1,(m—1)xn+2,... ., mxn

du du Upyn — U
gl (dy) i

I
=h = Uppn=u —
hy
Substituindo na equacg3o /:

hy
—~h
P
diuj—n+ bjui—1 + (ar + &)u + quipr = i + e—>hy
Acao:

— — ra h,
a—a =a+e, e,—)e,zOef,—)f,:fM—e,Tyh,
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L_Problema de Valor no Contorno - 2D

LCondigées de Contorno - Fluxo Prescrito

I=1,n+1...,(m—1)*xn+1

du, du U —u—g
Kl = _k< dx) > =
Substituindo na equagio /:

h
Zh/=>U/_1=U/+7Xh/

hy
diuj—n + (a1 + br)uy + crup1 + euppn = fi — blrhl
Acao:

a; — a;=a;+ by, b/-)E/ZOef/—)ﬁ:f/—b/i—;(‘h/
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