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Introdução

Introdução

I A solução de Problemas de Valor no Contorno (PVC) pelo
método das Diferenças Finitas consiste em:

I Discretizar o doḿınio;
I Aplicar aproximações de diferenças finitas nas derivadas da

equação diferencial;
I Aplicar condições de contorno.
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Problema de Valor no Contorno - 1D

PVC - 1D

Dadas as funções p(x), q(x) e r(x) cont́ınuas em (a, b), encontrar
u(x) tal que

d2u

dx2
+ p(x)

du

dx
+ q(x)u = r(x) a < x < b

com condições de contorno do tipo:

u(a) = ua u(b) = ub ou

du(a)

dx
= σa

du(b)
dx = σb ou

αa
du(a)

dx
+ βau(a) = γa αb

du(b)
dx + βbu(b) = γb

onde ua, ub, σa, σb, αa, βa, αb, βb, γa e γb são constantes
conhecidas do problema.
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Problema de Valor no Contorno - 1D

Discretização do Doḿınio

Discretização do Doḿınio

h =
(b − a)

(n − 1)

xi = a + (i − 1)h, sendo a = x1, b = xn e n número de incógnitas

a = x1 < x2 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn = b

Objetivo:
obter aproximações ui ≈ u(xi ) ∀ i = 1, . . . , n
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Problema de Valor no Contorno - 1D

Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

Diferenças finitas

u′(xi ) ≈
ui+1 − ui

h
, θ(h) (Diferença Adiantada)

u′(xi ) ≈
ui − ui−1

h
, θ(h) (Diferença Atrasada)

u′(xi ) ≈
ui+1 − ui−1

2h
, θ(h2) (Diferença Central)

u′′(xi ) ≈
ui−1 − 2ui + ui+1

h2
, θ(h2)
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Problema de Valor no Contorno - 1D

Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

Aplicando as Diferenças finitas na equação diferencial(
ui−1 − 2ui + ui+1

h2

)
+ pi

(
ui+1 − ui−1

2h

)
+ qiui = ri

biui−1 + aiui + ciui+1 = ri ∀i = 1, . . . , n

onde:

ai = qi −
(
2/h2

)
bi =

(
1/h2

)
− pi/(2h) ci =

(
1/h2

)
+ pi/(2h)

a1 c1

b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bi ai ci
. . .

. . .
. . .

bn−1 an−1 cn−1

bn an





u1

u2

...
ui

...
un−1

un


=



r1

r2

...
ri
...

rn−1

rn


Matriz Tridiagonal!!!
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Problema de Valor no Contorno - 1D

Condições de Contorno

Valor Prescrito
A função u é conhecida em x1 = a e/ou xn = b, ou seja,
u1 = u(x1) = ua e/ou un = u(xn) = ub

Ação:
a1 → ā1 = 1, c1 → c̄1 = 0, r1 → r̄1 = ua e/ou
an → ān = 1, b1 → b̄1 = 0, rn → r̄n = ub

Supondo valor prescrito em x1 = a e xn = b:

1 0
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bi ai ci
. . .

. . .
. . .

bn−1 an−1 cn−1

0 1





u1

u2

...
ui

...
un−1

un


=



ua

r2

...
ri
...

rn−1

ub


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Problema de Valor no Contorno - 1D

Condições de Contorno

Fluxo Prescrito
A derivada de u é conhecida: du(a)

dx = σa ou du(b)
dx = σb

A variável ui−1 (para i = 1) ou a variável ui+1 (para i = n) deve ser
substituida na equação linear biui−1 + aiui + ciui+1 = ri . Para isso, deve
ser usado aproximações de diferenças finitas convenientes na condição de
derivada conhecida no contorno:
Para i = 1⇒ u′i ≈

u1−u0

h = σa ⇒ u0 = u1 − hσa
Para i = n⇒ u′n ≈

un+1−un
h = σb ⇒ un+1 = un + hσb

Ação:
a1 → ā1 = a1 + b1, r1 → r̄1 = r1 + b1hσa ou
an → ān = an + cn, rn → r̄n = rn − cnhσb

Supondo valor prescrito em x1 = a e derivada prescrita em xn = b:



1 0
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bn−1 an−1 cn−1
bn an + cn





u1
u2

.

.

.
un−1
un

 =



ua
r2
.
.
.

rn−1
rn − cnhσb





Problema de Valor no Contorno (PVC) Método das Diferenças Finitas

Problema de Valor no Contorno - 1D

Condições de Contorno

Condição mista
Um combinação linear entre u e u′ é conhecida: αau′(a) + βau(a) = γa
ou αbu′(b) + βbu(b) = γb
A variável ui−1 (para i = 1) ou a variável ui+1 (para i = n) deve ser
substituida na equação linear biui−1 + aiui + ciui+1 = ri . Para isso, deve
ser usado aproximações de diferenças finitas convenientes na condição no
contorno:
i = 1⇒ αa

u1−u0

h + βau1 = γa ⇒ u0 = (1 + hβa/αa)u1 − hγa/αa

i = n⇒ αb
un+1−un

h + βbun = γb ⇒ un+1 = (1− hβb/αb)un + hγb/αb

Ação:
a1 → ā1 = a1 + b1(1 + hβa/αa), r1 → r̄1 = r1 + b1hγa/αa ou
an → ān = an + cn(1− hβb/αb), rn → r̄n = rn − cnhγb/αb

Supondo condição mista em x1 = a e valor prescrito em xn = b:

ā1 c1
b2 a2 c2

. . .
. . .

. . .

bn−1 an−1 cn−1
0 1





u1
u2

.

.

.
un−1
un

 =



r̄1
r2
.
.
.

rn−1
ub


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Problema de Valor no Contorno - 2D

PVC - 2D

Supor k, βx(x , y), βy (x , y), γ(x , y), g(x , y), h(x , y) e f (x , y)
conhecidas, encontrar u(x , y) em Ω ∈ <2 tal que:

−k

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y 2

)
+ βx

∂u

∂x
+ βy

∂u

∂y
+ γu = f em Ω

u = g em Γg

−k
∂u

∂n
= h em Γh

∂Ω = Γg + Γh
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Discretização do Doḿınio

Discretização do Doḿınio

Ω = {(x , y), a < x < b, c < y < d}

hx = (b−a)
(n−1) xi = a + (i − 1)hx , i = 1, . . . , n

hy = (d−c)
(m−1) yj = c + (j − 1)hy , j = 1, . . . ,m

Objetivo:
obter aproximações uij ≈ u(xi , yj) ∀ i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

Diferenças finitas

∂u

∂x
(xi , yj) ≈

ui+1,j − ui−1,j

2hx
=

uI+1 − uI−1

2hx
, θ(h2

x)

∂u

∂y
(xi , yj) ≈

ui ,j+1 − ui ,j−1

2hy
=

uI+n − uI−n
2hy

θ(h2
y )

∂2u

∂x2
(xi , yj) ≈

ui−1,j − 2uij + ui+1,j

h2
x

=
uI−1 − 2uI + uI+1

h2
x

, θ(h2
x)

∂2u

∂y 2
(xi , yj) ≈

ui ,j−1 − 2uij + ui ,j+1

h2
y

=
uI−n − 2uI + uI+n

h2
y

, θ(h2
x)

I = 1, 2, . . . ,m ∗ n
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

Aplicando as diferenças finitas na equação diferencial

−k

(
uI−1 − 2uI + uI+1

h2
x

+
uI−n − 2uI + uI+n

h2
y

)
+

(βx)I

(
uI+1 − uI−1

2hx

)
+ (βy )I

(
uI+n − uI−n

2hy

)
+

γIuI = fI

dIuI−n + bIuI−1 + aIuI + cIuI+1 + eIuI+n = fI ∀I = 1, . . . ,m ∗ n

aI = γI + 2k
(
1/h2

x + 1/h2
y

)
bI =

(
−k/h2

x

)
− (βx)I/(2hx)

cI =
(
−k/h2

x

)
+ (βx)I/(2hx)

dI =
(
−k/h2

y

)
− (βy )I/(2hy )

eI =
(
−k/h2

y

)
+ (βy )I/(2hy )
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Aproximação das derivadas por Diferenças finitas

Sistema Resultante - Matriz Pentadiagonal



a1 c1 e1

b2 a2 c2 e2

. . .
. . .

. . .
. . .

dn+1 bn+1 an+1 cn+1 en+1

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .

dI bI aI cI eI
. . .

. . .
. . .

. . .

dN−1 bN−1 aN−1 cN−1

dN bN aN





u1

u2

...
un+1

...
uI

...
fN−1

uN


=



f1

f2

...
fn+1

...
fI
...

fN−1

fN


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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno

Valor Prescrito
A função u é conhecida em I , ou seja, uI = u(xi , yj) = g(xi , yj) = gI

Ação:
aI → āI = 1, dI → d̄I = 0, bI → b̄I = 0, cI → c̄I = 0, eI → ēI =
0, e fI → f̄I = gI

Representando a linha I do sistema:


n − 1 I − 1 I I + 1 I + n

. . . 0 . . . 0 1 0 . . . 0 . . .





...
un−I

...
uI−1

uI

uI+1

...
uI+n

...


= gI
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno

Fluxo Prescrito

A derivada de u é conhecida em I , ou seja, −k du
dn |I = h(xi , yj) = hI

O doḿınio Ω é retangular, portanto a derivada com relação a normal
exterior unitária (n) é definida por:

− du
dy para I = 1, 2, . . . , n (1)

du

dn
= du

dx para I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n (2)

du
dy para I = (m − 1) ∗ n + 1, (m − 1) ∗ n + 2, . . . ,m ∗ n(3)

− du
dx para I = 1, n + 1, . . . , (m − 1) ∗ n + 1 (4)

Dependendo da posição I no contorno, uma das variáveis I − n, I − 1,
I + 1, I + n estará fora do doḿınio, portanto a equação:
dIuI−n + bIuI−1 + aIuI + cIuI+1 + eIuI+n = fI
deverá sofrer as modificações necessárias considerando uma das
possibilidades descritas de (1)-(4).
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = 1, 2, . . . , n

−k
du

dn
|I = −k

(
−du

dy

)
|I ≈

uI − uI−n

hy
= hI ⇒ uI−n = uI +

hy

k
hI

Substituindo na equação I :

bIuI−1 + (aI + dI )uI + cIuI+1 + eIuI+n = fI − dI
hy

k
hI

Ação:
aI → āI = aI + dI , dI → d̄I = 0 e fI → f̄I = fI − dI

hy
k hI
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = n, 2 ∗ n, . . . ,m ∗ n

−k
du

dn
|I = −k

(
du

dx

)
|I ≈

uI+1 − uI

hx
= hI ⇒ uI+1 = uI −

hx

k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + bIuI−1 + (aI + cI )uI + eIuI+n = fI + cI
hx

k
hI

Ação:
aI → āI = aI + cI , cI → c̄I = 0 e fI → f̄I = fI + cI

hx
k hI
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = (m − 1) ∗ n + 1, (m − 1) ∗ n + 2, . . . ,m ∗ n

−k
du

dn
|I = −k

(
du

dy

)
|I ≈

uI+n − uI

hy
= hI ⇒ uI+n = uI −

hy

k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + bIuI−1 + (aI + eI )uI + cIuI+1 = fI + eI
hy

k
hI

Ação:
aI → āI = aI + eI , eI → ēI = 0 e fI → f̄I = fI + eI

hy
k hI
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Problema de Valor no Contorno - 2D

Condições de Contorno - Fluxo Prescrito

I = 1, n + 1, . . . , (m − 1) ∗ n + 1

−k
du

dn
|I = −k

(
−du

dx

)
|I ≈

uI − uI−1

hx
= hI ⇒ uI−1 = uI +

hx

k
hI

Substituindo na equação I :

dIuI−n + (aI + bI )uI + cIuI+1 + eIuI+n = fI − bI
hx

k
hI

Ação:
aI → āI = aI + bI , bI → b̄I = 0 e fI → f̄I = fI − bI

hx
k hI
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