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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucao
Método de Euler

Um Problema de Valor Inicial (PVI) de primeira ordem pode ser
definido como: encontrar y(x) para x > xp que satisfaca a equagdo
diferencial

Y — o y() 1)
sujeita as condigdes de fronteira
y(x0) = yo (2)

onde f(x, y) é uma fungdo conhecida assim como xp € yp.
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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucao
Método de Euler

Um Problema de Valor Inicial (PVI) de primeira ordem pode ser
definido como: encontrar y(x) para x > xp que satisfaca a equagdo

diferencial 4
- =y (). (1)
sujeita as condigdes de fronteira
y(x0) = yo (2)

onde f(x, y) é uma fungdo conhecida assim como xp € yp.

Uma solugdo para o PVI é uma fungdo y(x) da varidvel independente
x que satisfaz a equagdo diferencial ordindria (1) e as condi¢des de

fronteira )
teira (2) Lab%tim
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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucio

Método de Euler

Métodos de Solucdo Numérica para PVI:
@ Métodos de Passo Simples
@ Métodos de Passo Miuiltiplo
O objetivo dos métodos de passo simples é encontrar uma solugdo

aproximada y;y1 ~ y(x;+1), dada a solugdo no instante anterior (x;, y;),
i=0,1,---,n—1.
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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucio

Método de Euler

Métodos de Solucdo Numérica para PVI:
@ Métodos de Passo Simples

@ Métodos de Passo Miuiltiplo

O objetivo dos métodos de passo simples é encontrar uma solugdo
aproximada y;y1 ~ y(x;+1), dada a solugdo no instante anterior (x;, y;),
i=0,1,---,n—1.

Para isso, precisamos discretizar o intervalo de interesse [xg, x,,], definindo
um conjunto de pontos de igualmente espagados xg, x1, -+ - X, a distancia

h= = onde: x; =xp+ih, i=0,1,---,n

Lab<tim

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £
MODELAGEM COMPUTACIONAL



Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucio
Método de Euler

Métodos de Solucdo Numérica para PVI:
@ Métodos de Passo Simples

@ Métodos de Passo Miuiltiplo

O objetivo dos métodos de passo simples é encontrar uma solugdo
aproximada y;y1 ~ y(x;+1), dada a solugdo no instante anterior (x;, y;),
i=0,1,---,n—1.

Para isso, precisamos discretizar o intervalo de interesse [xg, x,,], definindo
um conjunto de pontos de igualmente espagados xg, x1, -+ - X, a distancia
h= = onde: x; =xp+ih, i=0,1,---,n

Os métodos fornecem a solugdo em uma tabela de pontos (x;,y;), i =
0,1,---,n. Através da interpolacdo podemos tracar o gréfico da solucio.
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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucao
Método de Euler

Método de Euler [2]: y(xi+1) = yit1

’ Previsto
! } erro

I
’ Verdadeiro
1
|
I
|/ 1
1 I
1 |
I h -
1 |
1 I
X i+l *
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Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucao
Método de Euler

Método de Euler [2]: y(xi+1) = yit1

I
’ Verdadeiro

pan

’ Previsto
! } erro

Considere a reta R(x) tangente a curva y(x) no ponto (x;,y;). O
valor Previsto, y;1, é definido como sendo o valor R(xj11), ou seja,
o valor da reta tangente no ponto xj+1. Reta R(x):
R(x) — yi dy %ﬁ '§§\m
— ! — \ (i) = f(Xi, ¥i) = yit1 = yi + h F(x;, yiapeessmes:
1

5_24



Introdugdo

Problema de Valor Inicial
Métodos de Solucao
Método de Euler

Exemplo: resolva o PVI no intervalo [0,1] usando o método de
Euler com h = 0.5 e h = 0.25. Calcule o erro exato para cada h,
sabendo-se que a solugdo exata é y(x) = e*.

Q — eX
dx
y(0) = 1
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Método de Série de Taylor Série de Taylor

Método de Série de Taylor de ordem 1
Método de Série de Taylor de ordem 2

Série de Taylor de y(x) em torno de x;:

y(x) = y(x)+y'(x) (x = x) +

(n)( s
+ y,7$)<')(x—x,')”+Rn
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Método de Série de Taylor Série de Taylor
Método de Série de Taylor de ordem 1

Método de Série de Taylor de ordem 2

Série de Taylor de y(x) em torno de x;:

y(x) = y(i)+y'(x) (x—x) + ol (x —x)* +
+ y(n,:EXi)(X_Xi)n“‘Rn

onde R, é o resto dado por

y(n+1)(§x) (X _ Xi)n-|—1

~ T (n+ 1)

n

com &, um ponto entre x; e x.

Labééfﬁ[n
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Método de Série de Taylor Série de Taylor
Método de Série de Taylor de ordem 1

Método de Série de Taylor de ordem 2

Vamos aproximar y(x) em torno do ponto x; por uma reta usando
a série de Taylor:

y(x) &~ y(xi)+y'(x) (x = x)
(&)

EE = —/=(x-— x,-)z, &y entre x e x;

Lab<tim
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Método de Série de Taylor Série de Taylor
Método de Série de Taylor de ordem 1

Método de Série de Taylor de ordem 2

Vamos aproximar y(x) em torno do ponto x; por uma reta usando
a série de Taylor:

y(x) = y(xi)+y'(xi) (x = x)
_ Y'(&)
fL= "y
Definindo uma malha de pontos em x igualmente espacados,
podemos obter uma aproximagdo para a solu¢do y(x) em xj11 =
x; + h, da seguinte forma:

(x — x;)?, & entre x e x;

y(xit1) = Yiv1=yi+hf(xi,yi)
!
El — (€X) h2
2l
assumindo h pequeno. Quanto maior h maior é o erro local. Dizemos
que o erro local é O(h?®) ~ Ch? onde C é uma constante que
depende do valor da derivada segunda de y(x) em &. Lab

RATORIO DE ouwmm 3

E possivel verificar numericamente que o erro global é O(h). =
824

& entre x e x;  (erro local)



Método de Série de Taylor Série de Taylor
Método de Série de Taylor de ordem 1
Método de Série de Taylor de ordem 2

Vamos aproximar y(x) em torno do ponto x; por um polindmio de

grau 2, usando a série de Taylor:

Y09) (o2

V) = y) Y 09) (- x) + L
E, = _)/(3;(|€x) (x — x;)3, & entre x e x;

Lab<tim
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Método de Série de Taylor Série de Taylor

Método de Série de Taylor de ordem 1
Método de Série de Taylor de ordem 2

Vamos aproximar y(x) em torno do ponto x; por um polindmio de
grau 2, usando a série de Taylor:

y”(Xi)

y() & y(a) +y/(x) (=) + T (x = xi)?
E, = y(3;(|€x) (x — x;)%, &« entre x e x;

Precisamos calcular y”(x):

d dy, d _ Ofdx Ofdy
a(&) - dX(f(va(X)) - Ix dx+8y dx - fX(Xay)+f(X’Y) f:V(X’Y)
2
=yirr = it hfliyi) + o7 (O, yi) + (i, yi)fy (%, vi))
3)
E = 4 3(I£X) h = O(h3), &y entre x e x;

Labtim
Dificuldade: calculo de derivadas de f(x, y)
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Propriedades:
@ os métodos de Runge-Kutta sdo de passo um;
@ n3o exigem o calculo de qualquer derivada de f(x, y);
© coincidem com o método de série de Taylor de mesma ordem.

Lab<tim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Propriedades:
@ os métodos de Runge-Kutta sdo de passo um;
@ n3o exigem o calculo de qualquer derivada de f(x, y);
© coincidem com o método de série de Taylor de mesma ordem.

Observacao: o método de Euler é um método de Runge-Kutta de
primeira ordem,

Yiv1 = YI+hf(Xi7YI)a i:0717"'7n_1
= y(x) +y' (%) (xit1 — xi)

y"(€x)

Erro Local = > h? = O(h?), &« entre x e x;

Erro Global = O(h) Labtim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método do Ponto Médio ou Euler Modificado [2]:

y 4 Inelinagao = flx; , 4z ¥4 12)

Fo ) .

i Livz x

(a)

=

Inclinagdo = flx, 12 ¥ie12)

: Lab%tim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método do Ponto Médio ou Euler Modificado [2]:

1
Xi+% = Xi+§h
1
Yigl = Vi + Eh f(xi,yi) (método de Euler)

Reta R(x) que passa por (x;, ;) e tem inclinagdo f(x; 1,y;,1):
2 2

R(x —VYi
E<)—Xi - f(Xi+%7yi+%) = Yir1 = R(xit1)

= Yir1 = Yi+ hf(x1,41)

1 1
iv1=yi+hf{xi+ zhyi+-hf(x,yi
=VYir1=Yi+ <X+2 )/+2 (x Y)> Lab'iéffim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método do Ponto Médio ou Euler Modificado:

=vYyir1 = Yyit+hk
ki = f(xi,yi)
1 1
ky = f(x;+§h,y,-+§hk1)

Observagdo: temos que avaliar a fun¢do f(x,y) em dois pontos
diferentes em cada passo do método. = E um método de Runge-
Kutta de ordem 2.

Lab<tim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método de Runge-Kutta de ordem s:
Yis1 = Yi + h(biki + baka + - - - bsks)
onde

kl - f(Xiayi)

ky = f(X,' + Czh,y,' + hax kl)
ks = f(xi+ czh,y; + hlas1ki + az2ka])
ks = f(xi+ csh,yi+ hlasiki + asoko + -+ + as s—1ks—1])

(s+1)
Erro Local: O(h+Y) (E, = Lo YD&) st &x entre x e x;
(5+1)| ) 1
Erro Global: O(h®) i_abé‘ém

'MODELAGEM COMPUTACIONA
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Notacdo de Butcher:

0
C | a2
C3 | @31 432

Cs asi ds2 e ds,s—1
bl b2 e bs—l bs

a, b, c definidas para cada método.

Exemplo: Método do Ponto Médio ou Euler Modificado:
62:1/2, 821:1/2, b1:0eb2:1.

0

1/2 | 1/2 Lab<tim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método de Euler Melhorado (Runge-Kutta de ordem 2):
=1 an=1b=1/2eb =1/

Runge-Kutta de ordem 4:

=1/2,3=1/2, cs =1

a1 =1/2,a831=0,a3=1/2, a41 =ap =0, a3 =1
by =1/6, by = by =1/3, by = 1/6

0
1/2 | 1/2
12| 0 1/2

1, 0 0 1 Labtim
'1/6 1/3 1/3 1/6 e ee:
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Verificar numericamente a ordem de convergéncia dos métodos p:
||lerro(h)|] < ChP
= log(||erro(h)[|) ~ p log(h) + log(C)

Ou seja, o grafico de uma func3o real erro(h) da forma ChP é uma
reta com inclinagdo p em um gréfico log — log: |lerro|lp < h? e
||erro||g < h', na figura abaixo.

Lab<tim
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Método de Runge-Kutta de ordem 2

Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos

Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Série de Taylor de f(x,y) em torno de (xo, yo):

af(XoJ/o)(X af(><07)/0)

flx,y) = f(x,%)+ Ox —X0) + T(Y — ¥0)
" ;W(X“V*W(Xm(ym)
B Z ( > aa:nx?)aﬁ) (x=%0)" (v = yo)

Lab%ﬁm
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Método de Runge-Kutta de ordem 2
Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos
Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

Método de Série de Taylor de ordem 2:

h2
)/i+1:}/i+hf(xia}/i)+ [ (thl)—"_f(xla.yl) (X17YI)]+ (3)

Método de Runge-Kutta de ordem 2:
Yier = yi+ h[bif (xi, yi) + b2f (xi + c2h, yi + an hf(xi, yi))] (4)

Expandindo f(x, y) em série de Taylor em torno de (x;, y;)

Of; of;
f(xi + c2h, yi + a2hf (x;, yi)) = f+C2h8 +321hfay )

Substituindo (5) em (4), temos

of;
Yit1 = Yi+ hbifi + hby | fi + C2h8 + 321hf dab%\m
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Método de Runge-Kutta de ordem 2

Método de Runge-Kutta de ordem s
Método de Runge-Kutta Exemplos

Ordem de Convergéncia dos métodos

Deducdo dos métodos de RK de ordem 2

h? of; 8f
= VYiri1=Yit h(bl + bg)f + = 2b2C28f + 2byar1 fi— 8)/

Comparando a equagdo com a série de Taylor de ordem 2,

2
Yier = Yi+ 0, yi) + o5 TG, yi) + O yidfy (3, yi) ]+ -
temos

by +b = 1

2b2C2 =1

2b2321 =1

Observacdo: Temos 4 incégnicas e 3 equagdes

= infinitas solucdes Lab’x‘/:t\lm

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £

= temos varios métodos de Runge-Kutta de ordem 2
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Sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Sistema de Eq. Dif. Ordindrias de primeira ordem

dy;
/N
dX 1(X7}/17)/27 7_ym)
dy>
22 _ f
dX 2(X7}/17)/27 7_ym)
; :
% = fm(X’Y1,Y27"' ,}/m)
sujeita as condigdes iniciais
Y1(Xo) = Yo1
Y2(X0) = Y02
' Labtim
ym(x0) = Yom z ot
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Sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Forma Vetorial:

) = Fx V()
Y(x) = Y
onde
1) A, Y (x)) o
o 129 vy - [BR YO
Ym() fnlx, V() Yom

Método de Euler:

Yos1=Yn+h F(Xna Yn)

29_24



Bibliografia Basica

Equacdes de ordem superior

Equacdes Diferenciais Ordindrias de ordem superior:

d2y dy 2
ﬁ—Sxa—i—xy =0
y(1) = 2
dy
(1) =
)

- 15] = (8] [l L2012

Método de Euler:

{h] _ [ﬁ] +h[ Y2 2}
elnir el D2 =i, Lab®tim

23.24



Bibliografia Basica

Equacdes de ordem superior

Bibliografia Basica

[1] Algoritmos Numéricos, Frederico F. Campos, Filho - 22
Ed., Rio de Janeiro, LTC, 2007.

[2] Métodos Numéricos para Engenharia, Steven C. Chapa e
Raymond P. Canale, Ed. McGraw-Hill, 5 Ed., 2008.

[3] Célculo Numérico - Aspectos Tedricos e Computacionais,
Marcia A. G. Ruggiero e Vera Licia da Rocha Lopes, Ed. Pearson
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