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Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Definicdo:
@ Interpolar uma fungdo f(x) consiste em aproximar essa fungdo
por uma outra g(x) em geral mais simples e que coincida com
a fung3o f(x) em um conjunto de pontos. A funcdo g(x) é
entdo usada em substituigdo a fungdo f(x).

Lab




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpol
Obtenc¢ao do polindm terpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Definicdo:

@ Interpolar uma fungdo f(x) consiste em aproximar essa fungdo
por uma outra g(x) em geral mais simples e que coincida com
a fung3o f(x) em um conjunto de pontos. A funcdo g(x) é
entdo usada em substituigdo a fungdo f(x).

@ A interpolacdo permite construir um novo conjunto de dados
a partir de um conjunto discreto de dados pontuais
previamente conhecidos.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpol
Obtenc¢ao do polindm terpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Definicdo:
@ Interpolar uma fungdo f(x) consiste em aproximar essa fungdo
por uma outra g(x) em geral mais simples e que coincida com

a fung3o f(x) em um conjunto de pontos. A funcdo g(x) é
entdo usada em substituicdo a fungdo f(x).

@ A interpolacdo permite construir um novo conjunto de dados
a partir de um conjunto discreto de dados pontuais
previamente conhecidos.

@ Através da interpolagdo, pode-se construir uma funcdo que
aproximadamente se “encaixe” nestes dados pontuais.
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Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condig de interp
Obtenc¢ao do polind erpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Aplicagdes:

@ Obtencio de valores intermedidrios em tabelas.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Aplicagdes:
@ Obtencio de valores intermedidrios em tabelas.

@ A func3o tem uma expressao muito complicada ou de dificil
manipulacdo e queremos avaliar a fungdo em um conjunto de
pontos.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Aplicagdes:
@ Obtencio de valores intermedidrios em tabelas.

@ A func3o tem uma expressao muito complicada ou de dificil
manipulacdo e queremos avaliar a fungdo em um conjunto de
pontos.

@ A funcdo é desconhecida, tem-se apenas um conjunto de
valores e queremos derivar ou integrar a fungao.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Aplicagdes:
@ Obtencio de valores intermedidrios em tabelas.

@ A func3o tem uma expressao muito complicada ou de dificil
manipulacdo e queremos avaliar a fungdo em um conjunto de
pontos.

@ A funcdo é desconhecida, tem-se apenas um conjunto de
valores e queremos derivar ou integrar a fungao.

Formas de interpolagdo:
@ Interpolacao utilizando fun¢bes polinomiais.

@ Interpolacado utilizando fungdes trigonométricas, expansao por
séries, etc.
Lab




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindr interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Estimativa para /n(2) usando interpolagdo linear, quadratica e cibica.

)

fOy=1Inx—v

2

Valor

11~ verdadeiro

“———— Estimativa quadrética
Estimativa linear

0
0 5 X
fx)
Sl —
2 K\
- fx)=Inx
r Valor
11~ verdadeir
~— Estimativa
cdbica L b
0 | | | | e
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Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

llustracao da possivel divergéncia de uma previsdo extrapolada.
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Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigdes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

A interpolacdo polinomial consiste em determinar o tnico polindmio de
grau n, g(x) = pn(x), que passa pelos n+ 1 pontos dados.

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ""‘Xn
Ysz(Xk)‘}/o\}d \)@ \ ‘yn




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigdes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

A interpolacdo polinomial consiste em determinar o tnico polindmio de
grau n, g(x) = pn(x), que passa pelos n+ 1 pontos dados.

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ""‘Xn
Ysz(Xk)‘}/o\}d \)@ \ ‘yn

Condi¢des de interpolagdo:
P,—,(X,'):f(X,'), i:071727"' ) 1

Esse polindmio fornece uma férmula para calcular valores intermedidrios,
f(X) para X € [x1, Xn].




Interpolacdo Polinomial

Interpolacao x Extrapolacao
Condigdes de interpolagdo

Obtenc¢ao do polindmio interpolador
Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

A interpolacdo polinomial consiste em determinar o tnico polindmio de
grau n, g(x) = pn(x), que passa pelos n+ 1 pontos dados.

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ""‘Xn
Ysz(Xk)‘}/o\}d \)@ \ ‘yn

Condi¢des de interpolagdo:
P,—,(X,'):f(X,'), i:071727"' ) 1

Esse polindmio fornece uma férmula para calcular valores intermedidrios,
f(X) para X € [x1, Xn].

Teorema: Seja f(x) uma fungdo conhecida em n + 1 pontos distintos
X0, X1, X2, "+ , Xp. Existe um dnico polinémio p(x) de grau menor ou igual
a n, tal que,

pn(Xi) - f(Xi)v i = 0» 1a27 e, n Lab'."



Interpolacdo Polinomial

pn(x) = a0+ aix+ a

Interpolacao x Extrapolacao
Condigoes de interpolagdo
Obtengdo do polindi interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

2X2+"'+3,1Xn




Interpolacdo Polinomial

Interpolacao x Extrapolacao
Condigoes de interpolagdo
Obtencdo do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Pn(X)230+31X+32X2+"'+anx"

Usando as condi¢coes de interpolagdo,

pn(XO) = ao+81X0+32X§+~“+3,-,X67 = f(Xo)
p(x1) = 20+31X1+32X12+"‘+aan_ f(x)
Pn(Xs) = a0+ aix,+ a2 x,% +-tanx] = f(x)

obtemos um sistema linear, envolvendo a matriz de Vandermonde.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condig de interp
Obtengdo do polindi erpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Pn(X)230+31X+32X2+"'+anx"

Usando as condi¢coes de interpolagdo,

pn(XO) = ao+81X0+32X§+~“+3,-,X67 = f(Xo)
p(x1) = 20+31X1+32X12+"‘+aan: f(x)
pn(Xn) = a0+ axp+axx? 4+ a,x" = f(x,)
obtemos um sistema linear, envolvendo a matriz de Vandermonde. Se
X0, X1, ** , Xn S30 distintos, o sistema tem solu¢do dnica (det # 0).
1 x x2 - x| [ao f(xo)
1 xx X2 - x| |a f(x1)
1 x, x2 -+ x"| |an f(xn)




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Embora exista um e sé um polindmio de grau n que passa por n + 1
pontos, ha diversas férmulas matematicas nas quais esse polindmio pode
ser expresso:

© Resolugdo do sistema linear




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Embora exista um e sé um polindmio de grau n que passa por n + 1
pontos, ha diversas férmulas matematicas nas quais esse polindmio pode
ser expresso:

© Resolugdo do sistema linear

@ Forma de Lagrange, Forma de Newton




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Embora exista um e sé um polindmio de grau n que passa por n + 1
pontos, ha diversas férmulas matematicas nas quais esse polindmio pode
ser expresso:

© Resolugdo do sistema linear
@ Forma de Lagrange, Forma de Newton

© Splines, polindmios de Chebyshev, etc




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Embora exista um e sé um polindmio de grau n que passa por n + 1
pontos, ha diversas férmulas matematicas nas quais esse polindmio pode
ser expresso:

© Resolugdo do sistema linear
@ Forma de Lagrange, Forma de Newton
© Splines, polindmios de Chebyshev, etc

A resolucdo do sistema linear pode ser computacionalmente ineficiente e
depende das condi¢cdes de estabilidade da matriz de Vandermonde.




Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Encontre o polinébmio de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

10-35



Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Encontre o polinébmio de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

f(Xk) ‘

2]0]1
311

Usando as condigdes de interpolagdo em py(x) = ap + a1x + axx?, temos

pz(—2) = ap+ 31(—2) + as (—2)2 =3 = ay—2a;+4a, =3
p2(0) = ao+a(0)+a (00 =1 = a=1
p(l) = a+ta(l)+a(l)’=-1= ata+a=-1

=  a=1,a =—1.6667, ay = —0.3333
pa(x) =1 —1.6667x — 0.3333x2
pa(—1) = 2.333

10-35



Forma de Lagrange Definicao

Exemplo
Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Dada a tabela de pontos

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ""‘Xn
yi = f(xx) ‘ Yo \ y1 \)@ \ \ Yn
Sejam polindmios de grau n, Pi(x), k =0,1,2,..., n tais que:
P(xk) # Oe
Plx) = 0 Vk#j
Sendo:
Po(x) = (x—x1)(x—=x)(x—=x3)...(x—xn)
Pi(x) = (x—x)(x—x)(x—=x3)...(x—xn)
Py(x) = (x—x0)(x—x1)(x—x3)...(x —xn)
Pno(x) = (x—x0)(x—x1)(x —x2)...(x — xp—1)

n

= Pi(x) = []0x = x)
j=0
J7k
11.36




Forma de Lagrange Definicao
Exemplo
Dispositivo Pratico

Pseudocédigos

o polindmio de Lagrange pode ser representado por

Ln(x) = coPo(x) + c1P1(x) + - -+ 4+ cnPa(x) = Zn: ck P (x)
k=1

12-35



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

o polindmio de Lagrange pode ser representado por
n
Ln(x) = coPo(x) + c1Pi(x) + - + cPa(x) = > ciPi(x)
k=1

onde
Yk

Pr(xx)

Lo(xk) = yk = ckPr(xk) = ck =

12-35



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

o polindmio de Lagrange pode ser representado por
Ln(x) = coPo(x) + c1Pi(x) + - + cPa(x) = > ciPi(x)

onde
Yk

Pr(xx)

Lo(xk) = yk = ckPr(xk) = ck =

P Pk(X

12-35




Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

o polindmio de Lagrange pode ser representado por

Ln(x) = coPo(x) + c1P1(x) + - -+ 4+ cnPa(x) = Zn: ck P (x)

onde Vi
Lo(xk) = yk = ckPr(xk) = ck = Pr(xe)
P Pk(X
L
n(X) ; Yk H (o — XJ
J#k

12-35




Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Encontre o polinémio de Lagrange de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

x | -2]0]1
f) [ 31 ]1

13-35



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo
Dispositivo Pratico

Pseudocédigos

Encontre o polinémio de Lagrange de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

x | -2]0]1
f) [ 31 ]1

Po(x) 1 P1(x) 1 Pa(x)

L0 = o) T R T Ra(e)
onde
Po(x) _ (x=0)(x—1) Pi(x) _ (x+2)(x—=1) Pa(x) _ (x+2)(x—0)
Po(—2)  (=2—-0)(—2-1)" P1(0) (0+2)(0—1)" Pa(1) (1+2)(1-0)
_ Po(—1) Pi(-1) P(—1)_ 1 1 7
= Lp(—1) = 3PZ(—2) + ;1(0) - ;2(1) =3(3)+ 145 =5 =2333

13-35



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo
Dispositivo Pratico

Pseudocédigos

Encontre o polinémio de Lagrange de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

x | -2]0]1
f) [ 31 ]1

Po(x) 1 P1(x) 1 Pa(x)

L0 = o) T R T Ra(e)
onde
Po(x) _ (x=0)(x—1) Pi(x) _ (x+2)(x—=1) Pa(x) _ (x+2)(x—0)
Po(—2)  (=2—-0)(—2-1)" P1(0) (0+2)(0—1)" Pa(1) (1+2)(1-0)
_ Po(—1) Pi(-1) P(—1)_ 1 1 7
= Lp(—1) = 3PZ(—2) + ;1(0) - ;2(1) =3(3)+ 145 =5 =2333

Observagdo: o polinémio interpolador é tinico

Lr(x) = 0.5x(x—1)—0.5(x+ 2)(x — 1) — 0.3333(x + 2)x
1— 2.6667x — 0.3333x2 Lab

13-35



Forma de Lagrange

Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Dispositivo Pratico:

Po(x*) P1(x*) Pn(x*)
Ln * = + + + n
0D = o B0) T R XN
7 DX — X (X = xx)
N g}/kg Xk — Xj (x* — xk)
JF#k
- G, %
k=0 K
(x* —x0) (x0—x1) (x0 — xn)
- (1 —x0) (x* —x1)

(x1 = xn)

(Xn _ XO)

(Xn_Xl) (X*
onde

X") n+1,n+1
G4 = produto da diagonal
G = produto dos elementos da (k + 1)-ésima linha

14-35




Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Pseudocédigo do método de Lagrange [2]: (20 + 3n + 1)
adicdes/subtracdes, (n® -+ n) multiplicacdes e (n?+ n) divisdes para avaliar
a interpolagdo em um ponto. (Forma Padr3o)

Algoritmo Lagrange Expressao_1
{ Objetivo: Interpolar nsando polindémio de Lagrange }
parametros deentrada m, x, y, z
{ nimero de pontos, abscissas }
{ ordenadas e valor a interpolar }
parametrodesaida r { valor interpolado }
r« 0
para i « I até m faga
p <« yli)
para j <+ I até m faga
se [ # j entao
p i p*((z—x()/(x(1) — %))
fimse
fim para
rr+p
fimpara
fimalgoritmo

15-35



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Pseudocédigo do método de Lagrange [1]: (20> + 3n + 1)
adicBes/subtracdes, (2n? + 3n + 1) multiplicagdes e (n + 1) divisdes para
avaliar a interpolagdo em um ponto. (Forma otimizada)

Algoritmo Polin6mio_Lagrange
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando polinomio de Lagrange }
parametrosde entrada m, x, y, z

{ mimero de pontos, abscissas, ordenadas e valor a interpolar }

parametro desaida r { valor interpolado }

r« 0
para i + 1 até m faca
c—1,d+ 1

para j + 1 até m faga

se | # j entao
ccxl(z—x(j); d+ d=(x(i)— x(j))

fimse

fimpara

rr+yli)=c/d

fimpara
fimalgoritmo

16-35



Definigcao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Dada a tabela de pontos

Xk ‘XO‘XI‘XQ""‘Xn—l‘Xn
ve=Ff0a) [ yo [y |y |- | yne1 | ¥m

o polindmio de Newton pode ser representado por
Pn(x) = dot+di(x—xo)+da(x—x0)(x—x1)+- - -+dn(x—x0)(x—x1) - - - (Xx—Xp—1)
onde

dk = f[xk, Xk—1, -+ ,xo] = diferencas divididas de ordem k entre os pontos

(XanO)v (X13y1)7 e a(Xk7yk)

17-35



Definigcao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Dada a tabela de pontos

Xk ‘XO‘XI‘XQ""‘Xn—l‘Xn
ve=Ff0a) [ yo [y |y |- | yne1 | ¥m

o polindmio de Newton pode ser representado por
Pn(x) = dot+di(x—xo)+da(x—x0)(x—x1)+- - -+dn(x—x0)(x—x1) - - - (Xx—Xp—1)
onde

dk = f[xk, Xk—1, -+ ,xo] = diferencas divididas de ordem k entre os pontos
(XanO)v (X13y1)7 Tty (Xk7yk)

O polinémio de Newton tem a caracteristica de recorréncia, isto é, o
polinbmio de grau n pode ser calculado usando o polindmio interpolador
de grau n — 1 e um novo ponto. Ou seja,

on(x) = Pot(x) + dalx — x0)(x —x1) -+ (x —x,1)  Labéti

17-35




do

Forma de Newton

flxo] = f(x0)

18-35

Definicao
Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Ordem 0




Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

do = f[X()]: f(Xo)
flal = fixo] _ f(a) = f(x)

X1 — Xo X1 — Xo

d = flx,x]=

18-35

Ordem 0
Ordem 1




Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

do = f[X()]: f(Xo)
flal = fixo] _ f(a) = f(x)

X1 — Xo X1 — Xo

d = flx,x]=

f[X2a Xl] _ flxla XO]

= fe,x,x]= —

18-35
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Ordem 1

Ordem 2




Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

do = flx] = f(x) Ordem 0
d = flx,x] = fbal = fix] = fha) = f(x) Ordem 1
X1 — Xo X1 — Xo
d2 = f[Xz,Xl,Xo] = f[X2’X1] — f[XLXO] Ordem 2

X2 — Xp
di = flxi, o xa,%] = P22l = Floxker, o 0] Ordem k

Xk — Xo

18-35



Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

do = flx] = f(x) Ordem 0
d = flx,x] = fbal = fix] = fha) = f(x) Ordem 1
X1 — Xo X1 — Xo
d2 = f[Xz,Xl,Xo] = f[X2’X1] — f[XLXO] Ordem 2

X2 — Xp
di = flxi, o xa,%] = P22l = Floxker, o 0] Ordem k

Xk — Xo

Tabela das diferencas divididas [2]: descricdo gréfica da natureza recursiva

i Xj f(x) Primeira Segunda Terceira

0 ) fixo) > f[x, %) >, x1, %] ——3 flx, x2, 2, %)

1 X Fat) .—4; flx2, x1] _.4 flxs, x2, 1] — T .

2 X2 ;\le flx, x2] _—% ab<4tim
3 x3 (%3] s

18-35



Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

A forma de Newton para o polindmio interpolador:
Pn(x) =do+ di(x — x0) + - + dn(x — x0)(x = x1) - - (x — Xp—1)
Seja D o dominio de p,(x) = (x0,x,) C D

10-35



Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

A forma de Newton para o polindmio interpolador:
Pn(x) =do+ di(x — x0) + - + dn(x — x0)(x = x1) - - (x — Xp—1)
Seja D o dominio de p,(x) = (x0,x,) C D

po(x) é o polindmio de grau 0 que interpola f(x) em (xo, f(x0)):

po(X) = do = f(Xo)

Vx € D e x # xp:
ot — (Bl 1))
(x = x0)f[x0,x] = f(x)—"f(x)=

10-35



Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

A forma de Newton para o polindmio interpolador:
Pn(x) =do+ di(x — x0) + - + dn(x — x0)(x = x1) - - (x — Xp—1)
Seja D o dominio de p,(x) = (x0,x,) C D

po(x) é o polindmio de grau 0 que interpola f(x) em (xo, f(x0)):

po(X) = do = f(Xo)

Vx € D e x # xp:
ot — (Bl 1))
(x = x0)f[x0,x] = f(x)—"f(x)=

f(x) = er (x — x0)f[x0, X]

po(x) Eo(x)

10-35




Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p1(x) é o polindmio de grau 1 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)):
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p1(x) é o polindmio de grau 1 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)):

pi1(x) = do + di(x — x0)

flxo, x] — flx1, o] _

flxo,x1,x] = f[x1,X0,X] = =)
) ]
(x —x1)

f(x) = f(x0) — (x — x0)f[x1, x0]
(x = x1)(x — x0)
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p1(x) é o polindmio de grau 1 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)):

pi1(x) = do + di(x — x0)

flxo, x] — flx1, o] _

flxo,x1,x] = f[x1,X0,X] = =)
) ]
(x —x1)

f(x) = f(x0) — (x — x0)f[x1, x0]
(x = x1)(x — x0)

f(x) = f(x0) + f[x0, x1](x — x0) + (x — x0)(x — x1)f[x0, x1, X]

p1(x) Ei(x) Lab< £
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p2(x) é o polinémio de grau 2 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), (X2, f(x2)):
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p2(x) é o polinémio de grau 2 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), (X2, f(x2)):

p2(x) = do + di(x — x0) + da(x — x0)(x — x1)

flx1, x0, x] — fx2, x1, x0]

f[X07X17X27X] = f[X2,X1,X0,X] = (X " )
- X2
19-100) _ 1 ,x0)
_ (X7X0>)<7X1 - f[X27X17X0] B
(x — x2)

f(x) — f(x0) — (x — x0)f[x1,x0] — (x — x0)(x — x1)f[x0, x1, x2]
(x = x1)(x — x0)(x — x2)
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

p2(x) é o polinémio de grau 2 que interpola (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), (X2, f(x2)):

p2(x) = do + di(x — x0) + da(x — x0)(x — x1)

flx1, x0, x] — fx2, x1, x0]

f[X07X17X27X] = f[X2,X1,X0,X] = (X " )
- X2
19-100) _ 1 ,x0)
_ (X7X0>)<7X1 - f[X27X17X0] B
(x — x2)

f(x) — f(x0) — (x — x0)f[x1,x0] — (x — x0)(x — x1)f[x0, x1, x2]
(x = x1)(x — x0)(x — x2)

f(x) = f(xo)+ flxo, x1](x — x0) + f[x0, x1, x2](x — x0)(x — x1)
p2(x)
+  (x—=x0)(x — x1)(x — x2)f[x0, x1, X2, X] .
E2(x) Lab%tim




Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Pn(x) é o polinémio de  grau n que interpola
(XOa f(XO))> (X17 f(xl))’ (X2’ f(X2))7 R (Xﬂ, f(Xn)):
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Pn(x) é o polinémio de  grau n que interpola
(XOa f(XO))> (X17 f(xl))’ (X2’ f(X2))7 R (Xﬂ, f(Xn)):

Pn(x) = do+di(x—x0) +da(x —x0)(x —=x1)+. ..+ dn(x—x0) . . . (X —Xp—1)
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Pn(x) é o polinémio de  grau n que interpola
(XOa f(XO))> (X17 f(xl))’ (X2’ f(X2))7 R (Xﬂ, f(Xn)):

Pn(x) = do+di(x—x0) +da(x —x0)(x —=x1)+. ..+ dn(x—x0) . . . (X —Xp—1)

) = polx) + Exx)
pn(x) = f(x0)+ flxo0, x1](x — x0) + f[x0, x1, X2](x — x0)(x — x1)
+ +  flxo, X1, %2, - oy Xn] (X — Xx0)(x — x1) ... (X — Xp—1)
E.(x) = (x—x0)(x—x1)(x —x2)...(x —xn)f[x0, X1, X2, - - -y Xn, X]
La‘;‘) .'.I
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

xk\-Z\O\
3

1
f(Xk) ‘ -1
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

Xk ‘—2‘0‘
f(Xk)‘3

pz(X) = do —|— dl(X + 2) —|— d2(X —|— 2)(X — 0)

1
-1
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

Xk ‘—2‘0‘
f(Xk)‘3

pz(X) = do —|— dl(X + 2) —|— d2(X —|— 2)(X — 0)

1
-1

onde

‘ Ordem 0 ‘ Ordem 1 ‘ Ordem 2

-2 3 -1 -0.333
0 1 -2
1 -1
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

Xk ‘

-2
f(Xk) ‘ 3 ‘ 1

1
-1

pz(X) = do —|— dl(X + 2) —|— d2(X —|— 2)(X — 0)

onde
‘ Ordem 0 ‘ Ordem 1 ‘ Ordem 2
-2 3 -1 -0.333
0 1 -2
1 -1
= p(x) = 3—(x+2)—0.333(x +2)x

pa(—1) = 3—1+0.333=2333
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Definicao
Forma de Newton Operador Diferenca Dividida

O polindmio de Newton
Exemplo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

Xk ‘—2‘0‘
f(Xk)‘3

pz(X) = do —|— dl(X + 2) —|— d2(X —|— 2)(X — 0)

1
-1

onde
‘ Ordem 0 ‘ Ordem 1 ‘ Ordem 2

-2 3 -1 -0.333
0 1 -2
1 -1
= p(x) = 3—(x+2)—0.333(x +2)x

pa(—1) = 3—1+0.333=2333

La
Observagdo: pa(x) =3 —(x+2) —0.333(x +2)x = 1 —2.667x — 0.333x
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Teorema: Seja [a, b] um intervalo que contém os pontos xg, X1, , X,
e f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas em [a, b]. Pode-se
mostrar que o erro do polindmio interpolador no ponto x € [a, b] é dado
por:

(n+1)
E,0) = ()~ pul) = o () ) (). € € o8
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Teorema: Seja [a, b] um intervalo que contém os pontos xg, X1, , X,
e f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas em [a, b]. Pode-se
mostrar que o erro do polindmio interpolador no ponto x € [a, b] é dado
por:

AR

£ = F( = pnl) = T3,

(x=x0)(x=x1) - (x=x), & €]la,b]

Limitante para o erro:

E] = 1F(3) = )] < T ¢ = 50)(x =) - = )

(n+1

onde M, = max |f("1)(x)|
x€la,b]
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Teorema:  Seja [a,b] um intervalo que contém os pontos
X0, X1, ,Xn € f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas
em [a, b]. Pode-se mostrar que 3 x € (a,b) e &, € (a, b) tal que

Fr(gy)

f[X’Xka"' aX17X0] = (n+1)|
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Teorema:  Seja [a,b] um intervalo que contém os pontos
X0, X1, ,Xn € f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas
em [a, b]. Pode-se mostrar que 3 x € (a,b) e &, € (a, b) tal que

Fr(gy)

f[X’Xka"' aX17X0] = (n+1)|

Corolario:
|En(x)| = [f(x) = pn(X)[ & dng1|(x = x0)(x — x1) - - (x = Xn)]

onde dn41 = max|diferengas divididas de ordem (n+ 1) |
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Escolha do grau do polindmio: Se na vizinhaga do ponto de
interesse as diferencas divididas de ordem k s3o praticamente
constantes
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Escolha do grau do polindmio: Se na vizinhaga do ponto de
interesse as diferencas divididas de ordem k s3o praticamente
constantes

= as diferencas divididas de ordem k 4 1 variam em torno de zero
(sdo bem pequenas)
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Escolha do grau do polindmio: Se na vizinhaga do ponto de
interesse as diferencas divididas de ordem k s3o praticamente
constantes

= as diferencas divididas de ordem k 4 1 variam em torno de zero
(sdo bem pequenas)

= podemos escolher grau k para o polindmio interpolador devido a
sua propriedade de recorréncia:

Pr+1(X) = Pr(x) + di1(x = x0) (x — x1) - -+ (x — xk)
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Escolha do grau do polindmio: Se na vizinhaga do ponto de
interesse as diferencas divididas de ordem k s3o praticamente
constantes

= as diferencas divididas de ordem k 4 1 variam em torno de zero
(sdo bem pequenas)

= podemos escolher grau k para o polindmio interpolador devido a
sua propriedade de recorréncia:

Pr+1(X) = Pr(x) + di1(x = x0) (x — x1) - -+ (x — xk)

Como dkt1 =0 = pri1(x) = p(x)

26-35



Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Exemplo: calcule uma aproximag¢do para /n(4.5) usando um
polinémio interpolador de grau 2 na forma de Newton e estime o
erro cometido, dada a tabela de pontos abaixo.

x 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
f(x)=In(x) | 0 | 0.6931 | 1.0986 | 1.3863 | 1.6094 | 1.7918

La‘;‘)‘[b';r.'..
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Exemplo: interpolar um polinbmio de grau 2 na forma de Newton,
f(x) = x2, dada a tabela abaixo. Observe que vamos recuperar o
polindbmio original.
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Exemplo: interpolar um polinbmio de grau 2 na forma de Newton,

f(x) = x2, dada a tabela abaixo. Observe que vamos recuperar o
polindbmio original.

Xk
f(Xk) ‘

Tabela de diferencas divididas:

-1]0
1[0

3| 4
9

1
1[9]16

Ordem 0 | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
-1 1 -1 1 0
0 0 1 1 0
1 1 4 1
3 9 7
4 16
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Exemplo: interpolar um polinbmio de grau 2 na forma de Newton,

f(x) = x2, dada a tabela abaixo. Observe que vamos recuperar o
polindbmio original.

Xk
f(Xk) ‘

Tabela de diferencas divididas:

-1]0
1[0

3| 4
9

1
1[9]16

Ordem 0 | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
-1 1 -1 1 0
0 0 1 1 0
1 1 4 1
3 9 7
4 16

La‘;‘) o - .

pa(x) =1—-1(x+1)+1(x+1)x=1—x—1+ x>+ x = x?
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Erro na Interpolacao
potac Processo de Horner

Fenémeno de Runge

Pseudocédigo do método de Newton [2]:

SUBROUTINE NewtInt (x, y, n. xi, yint, ea)
LOCAL fddy,n
DOFOR 1 =0, n
fddi,0 = Vi
END DO
DOFOR j . n
DOFOR 1 =0, n —J
fdﬂ';,j = (fddf-u‘_j—j - fdd.-“f_j)/(x;ﬂ - X3}
END DO
END DO
Xterm = 1
Yintg = fddo.o
DOFOR order = 1, n
xterm = xterm # (Xi — Xorder—1)
yintZ = yintage—; + fddp opger * xterm
Eéorder—1 = ¥TNtZ — ¥ TNtorger—1
Yintorger = ¥int2
END order
END NewtInt

I
-
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

C3:d3
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

C3:d3

C = d2+(X—X2)C3
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

3 = d3
o = d+ (X — XQ)C3
g = d1+(X_X1)C2

La@,‘[b’-'-iim

20-35



Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Erro na Interpolacao

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

g = d

6 = dh+(x—x)c
a = d+(x—x)a
0 = do+(x—x0)c
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Erro na Interpolacao

Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

G
(&}
1
Co

= C3
=

d3

dh+ (x — x2)c3
di+ (x—x1)e
do + (x — x0)c1

d3
di+(X_Xi)C/+17 1225170
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Erro na Interpolacao

Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Processo de Horner
Fenémeno de Runge

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados

(processo de Horner)

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)

G
(&}
1
Co

= C3
=

= Q

do + (x = x0) [dh + (x — x1) [da + (x — x2) 5] |

d3

dh+ (x — x2)c3
di+ (x—x1)e
do + (x — x0)c1

d3
di+(X_Xi)C/+17 1225170

p3(x)
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Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Erro na Interpolacao
potac Processo de Horner

Fenomeno de Runge

Fenémeno de Runge: Sejam (n+1) pontos distintos igualmente espagados,
X0, X1, yXn . Mostra-se que G(x) = (x — xp) -+ (x — x,) assume seu
médulo méximo em um dos extremos (xg, x1) ou (Xp—1, Xn)-

Figura: A fun¢do vermelha é a fun¢do de Runge, a azul é um poIinén]iob,,-,
degraubeo representa um polindmio de grau 9 [4]. a0
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Interpolacdo Inversa

Problema: Dado y € (f(xo), f(xn)), obter X tal que f(x) =y

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ‘H-‘Xn
=Fx) |y |[yly2| - |y

Formas para resolver o problema:

@ Determinar o polindmio p,(x) que interpola em xp, x1, - , Xp
e, em seguida, encontrar X tal que p,(X) = y (encontrar a raiz
do polinémio).

@ Se f(x) for inversivel em um intervalo contendo y, ent3o é
possivel inverter a tabela neste intervalo e fazer a interpolacio
de x = g(y), onde g(y) = f~1(x).
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Interpolacdo Inversa

Exemplo: Dada a tabela abaixo, encontrar x tal que f(x) = 1.3
usando um polindmio interpolador de grau 2 na forma de Newton.

x 0] 01 | 02 | 03 | 04
f(x) =€ | 1] 1.1052 | 1.2214 | 1.3499 | 1.4018
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Bibliografia Basica

Sugestao de Exercicios

Na
Na
Na
Na
Na

referéncia [1] 3.6; 3.7; 3.8; 3.9

referéncia [1] 3.11; 3.12; 3.15

referéncia [1] 3.26; 3.27; 3.28; 3.29; 3.30
referéncia [1] 3.46; 3.47

referéncia [1] 3.48 (a) (utilizar o cédigo em

octave desenvolvido em aula)

Labstim
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