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Motivacdo

O objetivo da regressdo linear (ajuste) é encontrar uma
funcido

u=a181(x) + a282(x) + - + amgm(x)
que “melhor” se ajusta a uma tabela de dados,

| [ | || 2
v |lvilyalys]- |

oriunda de n experimentos e podendo conter erros de
medicdo.
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Motivacdo

@ Podemos usar a regressao linear para estimar um valor
y1 <y <y, que ndo esteja tabelado,

(X17yl)7 (X2’YZ)7 to 7(Xnayn)-
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Motivacdo

@ Podemos usar a regressao linear para estimar um valor
y1 <y <y, que ndo esteja tabelado,
(X17.VI)7 (X2’y2)7 T (Xnay")'

@ Podemos também estimar um valor y em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento (extrapolagdo).
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Motivacdo

@ Podemos usar a regressao linear para estimar um valor
y1 <y <y, que ndo esteja tabelado,
(X17.VI)7 (X2’y2)7 T (Xnay")'

@ Podemos também estimar um valor y em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento (extrapolagdo).

@ Uma aplicacdo, por exemplo, seria estimar a populacdo de
Vitéria no ano de 2020 dada uma tabela com a populacio de
Vitéria em anos anteriores a 2015.
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Motivacdo

@ Para escolher as fun¢des do ajuste, g1(x), g2(x), - , gm(x),
podemos fazer o diagrama de dispersdo ou utilizar informacdes a
priori sobre a relacdo entre as varidveis x e y do modelo.
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Motivacdo

@ Para escolher as fun¢des do ajuste, g1(x), g2(x), - , gm(x),
podemos fazer o diagrama de dispersdo ou utilizar informacdes a
priori sobre a relacdo entre as varidveis x e y do modelo.

@ Caso ndo tenha nenhuma informagdo sobre as funges do ajuste,
podemos fazer a regressdo polinomial, ou seja, escolher as fungdes
de interpolagdo como sendo polinémios de grau menor ou igual a m.
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Motivacdo

@ Para escolher as fun¢des do ajuste, g1(x), g2(x), - , gm(x),
podemos fazer o diagrama de dispersdo ou utilizar informacdes a
priori sobre a relacdo entre as varidveis x e y do modelo.

@ Caso ndo tenha nenhuma informagdo sobre as funges do ajuste,
podemos fazer a regressdo polinomial, ou seja, escolher as fungdes
de interpolagdo como sendo polinémios de grau menor ou igual a m.

@ Vamos ter que definir o critério para o “melhor” ajuste. Nefe b ‘ié/‘\-
curso, vamos estudar o método dos quadrados minimos. aotxlm
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Ajustar uma reta a um conjunto de pares de observacdo:
(x1,51), (2, ¥2), -+, (Xny Yn)- A expressdo matemdtica do ajuste
por uma reta é
y = aptaix—+e
= u+te
onde ap e a; sdo coeficientes representando a intersec¢do com o eixo y e

a inclinagdo, respectivamente, e é o erro ou residuo (erro residual) entre
o modelo e a observagio.

Portanto, o erro ou residuo é a discrepancia entre o valor verdadeiro de y
e o valor aproximado, u = ap + a1 x, previsto pela equagido linear.

fx)
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

@ Minimizar a soma dos erros residuais (Min > 7_. ex): qualquer reta
k=1
passando pelo ponto médio resulta em um minimo (no fornece
solugdo dnica).

/ ““5
Ponto médio Vs,
-,
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Critério dos quadrados minimos

Caso Geral Regressao Linear 3 -
Ajuste por um polindmio de grau m

Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

@ Minimizar a soma dos erros residuais (Min > 7_. ex): qualquer reta
k=1
passando pelo ponto médio resulta em um minimo (no fornece
solugdo dnica).

/ ““5
Ponto médio Vs,
-,

~

x
@ Minimizar a soma dos valores absolutos dos erros residuais (Min
> r_; lex|): qualquer reta entre as duas retas é um minimo (ndo
fornece solugdo tnica).
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos para ajustar uma reta:

n

Min S,(ao,a1) = Min 3" (ex)? = Min 3 (vk — (a0 + a1xk))?
k=1 k=1
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos para ajustar uma reta:

Min S,(ao,a1) = Min 3" (ex)? = Min 3 (vk — (a0 + a1xk))?
k=1 k=1
Condi¢des para o minimo:
S, <
92 ;2(% — (a0 + a1x))(~=1) =0
aS, 7
9, ;2(% — (a0 + a1xx))(—x«) = 0
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Equagdes Normais (sistema simétrico):

n

O Dao+ O x)a = D> w
k=1

k=1
n n n
O xma+ O Rar = > xaw
k=1 k=1 k=1

Na forma vetorial

n n n

> 1> x > Yk
k=1 k=1 a| _ | k=1

n n 2 |:31:| - n
DXk D X > XYk
k=1 k=1 k=1
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Exemplo: Ajustar uma reta, pelo método dos quadrados minimos,
ao conjunto de dados abaixo. Utilize 4 casas decimais.

x| 1] 2]3[4]|5]6]7
Yk | 05[25[20[40[35]60|55
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Exemplo: Ajustar uma reta, pelo método dos quadrados minimos,
ao conjunto de dados abaixo. Utilize 4 casas decimais.

x| 1] 2]3[4]|5]6]7
Yk | 05[25[20[40[35]60|55

7 7
Z 1=7 Zxk =28
7 kjl 7
Zxﬁ =140 Zyk =24, Zxkyk =119.5
k=1

k=1
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3 1 Critério dos quadrados minimos
Caso Geral Regressao Linear 3 X -
Ajuste por um polindmio de grau m

Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Exemplo: Ajustar uma reta, pelo método dos quadrados minimos,
ao conjunto de dados abaixo. Utilize 4 casas decimais.

k=1 k=1
7 7 7
D =140 D> y=24, > xiy=1195
k=1 k=1 k=1
728 | 24 _ [x] _[00714
28 140 ] 119.5 x|~ 10.8393
— y = 0.0714 + 0.8393x
Labtim
= 5,(0.0714,0.8393) = 2.9911 eemonessecio:
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos para ajustar um polinémio de grau m:

Min S, = Min Y (yk — (a0 + aixk + - -+ + amx"))?
k=1

Lab<tim
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos para ajustar um polinémio de grau m:

Min S, = Min Y (yk — (a0 + aixk + - -+ + amx"))?
k=1

9S, _ 8S, _ ... _ 95 _

Condi¢cbes de minimo: o = Ga =g =

Lab<tim
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Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m

Regressdao por uma curva qualquer
Caso geral

Critério dos quadrados minimos para ajustar um polinémio de grau m:

Min S, = Min Y (yk — (a0 + aixk + - -+ + amx"))?
k=1

Condi¢des de minimo: gfg = g—fl' =...= faf,’n =0
oS 2”:2( —(ag 4+ a1xk + -+ amxy))(—=1) =0
830 = £ Yk 0 1Xk mXk =
o5, i2( — (a0 +arxk+ -+ amx))(—xk) =0
o2 £ Yk 0 1Xk mXk k) =
asf . m m
Dan, = 22(_)//( — (30 + aixkx + -+ amx, ))(_Xk ) =0

k=1

onde S, = S,(a0, a1, -, am).

11-28
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um némio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Equagdes Normais (sistema simétrico (m+ 1) x (m + 1)):

r n n n T B n T
Y1 Y S 1| Do
k=1 k=1 k=1 0 k=1
n n 9 n mal a n

X DX X > XkYk
k=1 k=1 k=1 k=1
n n +1 n 2 a n
PR DR D DR i N DI 7
k=1 k=1 k=1 J k=1 J
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Ajustar uma curva do tipo u = a; + axx + aze* a tabela de dados
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Ajustar uma curva do tipo u = a; + axx + aze* a tabela de dados

Xk‘Xl‘XQ‘X3‘ ‘X,,
Yk‘)/l‘}Q‘}G‘ ‘yn
n
Min S, (a1, a2,a3) = Min > (vk — (a1 + a2xx + a3e*))?
k=1

Lab<tim
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Critério dos quadrados minimos

Caso Geral Regressao Linear 3 RN
Ajuste por um polindmio de grau m

Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Ajustar uma curva do tipo u = a; + axx + aze* a tabela de dados

Xk‘Xl‘XQ‘X:J,‘---‘X,,
}/k‘)/l‘}/Z‘)@""‘}/n

Min S, (a1, a2, a3) = Min > (yi — (a1 + a2k + aze*))?
k=1

icd inimo: 8% — 905 _ 95 _
Condi¢cdes de minimo: === 0

S €
aa: = ZQ(Yk — (a1 + axxx + a3e™))(~=1) =0
k=1
aS, ¢ x
0ay ZQ(Yk — (a1 + axxk + a3e™))(—x) =0
k=1
a5,
das 22 (vk — (a1 + a2xk + aze™))(—e™) =0 Labo‘x:\m
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Caso Geral Regressao Linear

Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Equagdes Normais (sistema simétrico):

n
>l
k=1

n
> Xk

k=1
n

n n n
D Xk > e > Yk
k=1 k=1 a =)
SxE Y e | |aa] | xevk
= k=1 =
> oxpeh Y e > %y
k=1 k=1 1 k=1 i

Lab<tim
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Problema com n experimentos e m parametros:

Xk‘Xl‘XQ‘X;;‘-'-‘X,,
e [vilyalys| |y

y = a181(x) + a282(x) + -+ + amgm(x) + e
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Problema com n experimentos e m parametros:

Xk‘Xl‘XQ‘X;;‘-'-‘X,,
e [vilyalys| |y

y = a181(x) + a282(x) + -+ + amgm(x) + e

n

Min S, = Min kz_:l( Vi —(a181(xk) + a282(xk) ++ + -+ amgm(xx)) )?

Lab<tim
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Problema com n experimentos e m parametros:

y = a181(x) + a282(x) + -+ + amgm(x) + e

n

Min S, = Min k}_:l(ykf(a1g1(Xk)+32g2(Xk)+' <+ amgm(xk)) )?

9S, _ 8S. _ ... _ 95 _

Condigdes de minimo: B = g =T B

onde S, = S,(a1, a2, ,am). Lab’ié’/:t\im

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

gi = ZQ(Yk — (a181(xk) + a2&2(xk) + -+ + amgm(xk)) )(—g1(xx)) =0

Lab<tim

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

oS, 4

e = 3" 20k — (a1810) + 2282030 + -+ + amgim(x¢)) )(—1(x)) = O
k=1

gi = Z 2(vk — (3181 (xk) + a2 (xk) + - + amgm(xx)) )(—g2(xx)) = 0
k=1

Labééfﬁ[n

ION
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

oS,
aal

a5,
832

oS,
Oam

n

D20y — (a181(x) + a282(x) + -+ + amgm(1)) )(~£1.0xk)) = 0
k=1

Z 2(yx — (2181(xx) + a282(xk) + - -+ + amgm(xx)) )(—g2(xx)) = 0
k=1

n

ZQ(Yk — (a181(xk) + a282(xk) + -+ - + amgm(xk)) )(—&m(xx)) = 0

Lab%ﬁm
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Critério dos quadrados minimos
Ajuste por um polindmio de grau m
Regressao por uma curva qualquer
Caso geral

Caso Geral Regressao Linear

Equagdes Normais (sistema simétrico m x m):

n n n n

Z 8181 Z 8182 - Z 818m | . 7 Z 81Yk
k=1 k=1 k=1 a1 k=1

n n n 32 n

Z 8281 Z 8282 - Z 828m Z 82Yk
k=1 k=1 k=1 k=1

n n n n
S gmgL Y. &m& Y. &m&m| LS gmyk
| k=1 k=1 k=1 ] | k=1 ]

onde gi=gi(xx), i=1,2,---,m

Lab<tim
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Condigoes de Minimo
Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Se &1,8,* ,Em formam um conjunto linearmente independente

= 0 determinante do sistema normal é diferente de zero

= 0 sistema tem solu¢3o Unica.

Além disso, demonstra-se que que esta solucdo é o minimo de
n

Sr(ai, a2, ,am) = kgl()/k — (a181(xk) + - + amgm(xx)) )*.

Lab<tim
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Condigoes de Minimo
Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Coeficiente de determinacao
(r?> = (S; — Sr)/S:):

Fornece a proporgdo da variagdo total dos dados em torno da média
n
- _ 1
(V=152 )
k=1

Soma total dos quadrados em torno da média (SQTot): o tamanho
do erro residual antes do ajuste.

St =5SQTot =Y (v — )’

k=1

Soma dos quadrados dos residuos (SQRes): o tamanho do erro
residual que continua depois do ajuste.

Sr=SQRes = ¢} Lab®tim

k=1 LABORATORIO DE OTIMIZAGAO €
MODELAGEM COMPUTACIONAL
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s de Minimo
Qualidade do Ajuste te de Determinagao

Regressao Polinomial

Dados de regressao por uma reta mostrando:
(a) a disperséo dos dados em torno da média da varidvel dependente

y
(b) a dispersdo dos dados em torno da reta de melhor de ajuste.

(a) (b)

St — S;, quantifica a melhora ou a redugdo de erro Iqa@ tim

TASORATORID DE DTIMIZACAO £
MODELAGEM COMPUTACIONAL

comparamos os dados com a fun¢do do ajuste ao invés da média.
20-28



Condigoes de Minimo

Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Coeficiente de determinacio (r?):

2_ S-S _ . S

r? ~ 1 = melhor o ajuste

r?2 = 0 = n3o houve nenhum melhoramento

n n n
Se = Z(yk— VP =Y yi-27 Y vk + ny?
k=1 k=1 k=1
N P 2 K2 1<
= > Yi—2yn(s > vk) +nye =0 yi —n(5 D Yi)
k=1 k=1 k=1 k=1
S
= r2 -1— . r(ala 7nam)
SR = (Y wi)?
k=1 k=1

Lab<tim
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Condigoes de Minimo
Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Ajuste por um polindmio de grau m:
n

Min S, = Min > (vk — (a0 + a1xk + -+ - + amx"))?

k=1
w | e |2 ||
v lnlylwnl|ym

Lab<tim
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Condigoes de Minimo
Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Ajuste por um polindmio de grau m:
n

Min S, = Min > (vk — (a0 + a1xk + -+ - + amx"))?

k=1
w | e |2 ||
v lnlylwnl|ym

S,

Varidncia residual: o = e onde n é o nimero de experimentos e

p=m+1é o nimero de parametros.

= o
g =
n—(m+1)
A reducdo global da variancia residual vai definir se mais parametros
devem ou n3o ser incorporados ao modelo. Lab.xf..ﬁm
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Condigoes de Minimo
Qualidade do Ajuste Coeficiente de Determinacao

Regressao Polinomial

Exemplo: Dados histéricos dos censos do Brasil [1]. Para reduzir os
erros de ponto flutuante x = ano — 1970 e y = urbana x 1076,

Ano Urbana Rural

1940 | 12.880.182 | 28.356.133
1950 | 18.782.8¢1 | 33.161.506
1960 | 31.303.034 | 38.767.423
1970 { 52.084.984 { 41.054.053
1980 | 80.436.409 | 38.566.297
1991 | 110.980.990 | 35.834.485
1996 | 123.076.831 | 33.993.332
2000 | 137.953.959 | 31.845.211

2 2

T [
0,06602 | 9,68210-100
0,99776 | 7,59261.10°
0,99939 | 2,57228.10°
0,99940 | 3,42930,10°
0,99980 | 1,65615+10° Lab@/\ tim

0,99998 | 4,17203x107 R

DG W
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Regressao Linear Muiltipla

Ajustar uma curva do tipo y = ag + a1 x; + a»x» a tabela abaixo

x1 | (x)1 | ()2 | (x)3 | - | (x)a
X2 | ()1 | ()2 | ()3 | -+ | (x2)n
Yk Y1 Y2 y3 T Yn

Labééfﬁ[n

ION
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Regressao Linear Muiltipla

Ajustar uma curva do tipo y = ag + a1 x; + a»x» a tabela abaixo

x1 | (x)1 | ()2 | (x)3 | - | (x)a
X2 | ()1 | ()2 | ()3 | -+ | (x2)n
Yk Y1 Y2 y3 T Yn

Min S, = Min kz::l(yk — (a0 + a1(x1 )k + 32(X2)k))2

Lab%ﬁm
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Regressao Linear Muiltipla

Ajustar uma curva do tipo y = ag + a1 x; + a»x» a tabela abaixo

x1 | (x)1 | ()2 | (x)3 | - | (x)a
X2 | ()1 | ()2 | ()3 | -+ | (x2)n
Yk Y1 Y2 y3 T Yn

Min S, = Min zn: (vk — (a0 + a1(x1 )k + a2(x2)k))?

k=1
QO _Dao+(Q_(a)a+(Q_(e)da = > w
k=1 k=1 k=1 k=1
O _Ga)a+ O _a)Ra+ O _(akle)a = > ()
k=1 k=1 k=1 k=1
O _e)ao+ O _(e)kla)ar + O _(e)i)a = Z(Xﬂab@/ﬁm
=1 =1 =1 PR N

24-98



Bibliografia Basica

Regressdao Nao Linear

@ y=ax
w3 [0 | |
v lvnlyly| - |y

Lab<tim

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £
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Bibliografia Basica

Regressdao Nao Linear

@ y=ax

= In(y) = In(a) + b In(x)

Lab<tim

LABORATORIO DE OTIMIZAGAO £
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Bibliografia Basica

Regressdao Nao Linear

e y=ax
[ s [ oo | 2

v lvnlyly| - |y

= In(y) = In(a) + b In(x) = z = 3+ bIn(x)
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e y=ax
[ s [ oo | 2

v lvnlyly| - |y

= In(y) = In(a) + b In(x) = z = 3+ bIn(x)

% el |
zk:In(yk)‘21‘22‘23‘--- ‘z,,
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e y=ax
[ s [ oo | 2

v lvnlyly| - |y

= In(y) = In(a) + b In(x) = z = 3+ bIn(x)

% el |
zk:In(yk)‘21‘22‘23‘--- ‘z,,

= z=13g1(x) + bga(x)
= gl(x) =1
= go(x) = In(x)

Utilize o método dos quadrados minimos na tabela de dados
(xk, zx) € determina 3 e b e depois a = e?, b = b. ‘x:\
Lab<tim
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_ 1
ey = a-+bx+cx?

Xk‘Xl‘Xg‘Xg‘”"Xn
v lvilyalw| |

Lab<tim
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® Y= mhror
| [ [ | oo |
v lvlyly| - |y
:>%:a+bx+cx2:>z:a+bx+cx2
o Pl |
2=y |z |z|z| |z

Utilize o método dos quadrados minimos na tabela de dados
(xk, zx) e determina a, b e c.

LABORATO \CAO €
MODELAG IONAL
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Exercicio: Calcule o Ajuste Polinomial de ordem m = 1,2,...,6 e os
respectivos Coeficiente de Determinag3o (r?) e Variancia (o) para cada m.
X | -30 | 20 | -10 | 0 | 10 | 21 | 26 | 30

Yk | 12,88 | 18,78 | 31,30 | 52,08 | 80,44 | 110,99 | 123,08 | 137,95

Comandos do Octave:

@ p = polyfit(X,Y,m) encontra o melhor polinémio p de ordem m que aproxima
os pontos (X X Y) no sentido dos minimos quadrados. Se m=n—1, pé o
polindmio interpolador de ordem m dos m + 1 pontos tabelados. No contexto
do Octave p é um vetor contendo os coeficientes do polindmio de ordem p:
p=lam am—1...a1 ao].

@ polyout(p, "x") mostra o polinémio no formato
p = [apx™ + am_1x™" 1 ... a1x + aol.

@ Xiam = linspace (Xs,Xp,tam), gera um vetor Xeam COM 21 = Xa, Ztam = Xp €
tam componentes igualmente espagadas.

@ Yiam = polyval(p,Xtam) calcula o valor do polindmio p em todas as
componentes de Xizm, gerando o vetor Yiam.

@ mean(Y) calcula a média das componentes do vetor Y.

@ norm(Y,2) calcula a norma euclidiana do vetor Y Lab@;‘t\im

(norm(Y,2) = /(12 + Y3 + ... +y3)). LR Tes!
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