Computacgdo Cientifica
Combinatoria

Marco/2009



Introducao

Otimizacao

Problemas identificados
Meétodos de solucao



Definicdo

 Computacao Cientifica Combinatoria
(CCC)

* UM NOVO home para pesquisa em uma
area interdisciplinar que abrange
computacao cientifica e teoria dos
algoritmos e otimizacao (Hendrickson
e Pothen)



Pesquisa em CCC

* Trés componentes basicos:

* |dentificacao de um problema em
Computacao Cientifica e construcéo de um
modelo combinatério para ele;

* Projeto, analise e implementacao de
algoritmos para resolucao dos problemas
combinatorios levantados;

« Desenvolvimento de softwares.



Pesquisa em CCC

rigor tedrico + impacto pratico



Modelagem de problemas

Para resolver um problema pratico,
muitas vezes o modelamos por uma
formulacao matematica e posteriormente
aplicamos alguma técnica para obter
uma solucao otima ou aproximada



Problemas e Gestado

4 N

Para entender um problema, temos que tentar
ao menos algumas solucdes mais obvias, e
descobrir que elas falham: entao, redescobrimos
gue existe uma dificuldade - um problema

Karl R. Popper
NS




Problemas e Gestado

o

m Problema €& uma dificuldade que impede \
gue uma vontade seja concretizada.

Solucionar Problemas exige a capacidade de criar
adeguadas representacoes da realidade (modelos)
e, com ajuda delas, encontrar um algoritmo de
solucao que expligue como remover ou superar

tal dificuldade
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Problemas e Gestado

4 N

A construcao de um algoritmo de solucao
é profundamente influenciada pelo
modelo utilizado.

N %




Problemas e Gestado

4 A

Solucionar problemas é, portanto, uma arte de
criar ou escolher modelos, e com eles construir
algoritmos que funcionem na pratica e sejam
rapidos o suficiente para ainda encontrarem o
problema quando oferecerem a solucao.
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Problemas e Gestado

4 N

Tipos de Problemas:

v’ Decidiveis
v Nao Decidiveis
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Problemas e Gestado

Tipos de Problemas Decidiveis:

v Decisao

v Localizacao

A a s

kOtlmlzagao -




Conceito de Modelo

/

\_

Os Modelos sao representacoes
simplificadas da realidade que preservam,
para determinadas situacoes e enfogues,
uma equivaléncia adequada

~
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O Modelo Sistémico

-~

\_

Sistemas sao unidades conceituais
ou fisicas, compostas de partes
Interrelacionadas, interatuantes

e interdependentes

~




A dimensdo da Complexidade

OinAmca
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A dimensdo da Complexidade

NMutas \anaseis

» Doninio

Inratae NEio Anbiete



Classificagado

Modelos -

g - ;, .
Fisi1cos
Concretos -

\ Geomeétricos

" Matematicos
Abstratos { Logicos

' Esquematicos



Modelagem

Definicdo do Problema

Formulacéo e Construcao
do Modelo Inicial

v

‘ Simulacéo do Modelo I > | Validagao do Modelo I

Reformulacao do Modelj——»
Aplicacdo do Modelo I‘—




Teoria da Decisdo

-

\_

v Teoria de Utilidade
v Teoria de Probabilidade
v Pesquisa Operacional

~
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Modelo de Otimizacao

Minimizar f(x)

Sujeito a -
h(x)=0, i=1,...,m,
g, x)<0,=1..,m

g

fR">R g:R">R h:R">R



Programagdo Matematica

4 N

v Programacao Linear
v Programacao Nao-Linear

v Programacao Inteira
\_ /




Programagdo Matematica

(v Melhorias Mensuraveis I
v Automatizacao de Processos
v Analises Operacionais
v' |dentificacdo de Gargalos
v Determinacao de Valores

( Projetos e Reengenharia Y,




Modelos

-~

\_

decisOes, mas as tornam muito
mais claras e faceis

~

Os modelos guantitativos nao tomam as

!




Exemplo

(BS) Maximizarz = x,+3X,
sujeltoa:
X <40
X, <60
X, =10
X, +X, =20
3+ 2%, <180
X=0,x, =20



Solucdo Grafica




Solugdo Exaustiva

Pontos Examinados Coordenadas Valor da funcio
x1 ,x2) = X1 +3x2
A (40,10) 70
B (40,30) 130
C (20,60) 200
D (0,60) 180
E (0,20) 60
F (10,10) 40




Outro Exemplo

Maximizar z=x+19x,
sujeitoa:
X +20x, =50
X +%=20
X X variaveis inteiras



O Problema da Mochila (PK)

(PK) Maximizar z = lec X
Jj=
sujeito a :

n
<
Z w;x; <b
j=1

X, > (0 einteiro



O Problema da Mochila
Unidimensional

(PKI) Maximizar z = Z C,X;
j=l

sujeito a :



Exemplo

Minimizar z =7x, +10x, +12x, +14x,
sujeito a :
41x, +55x, +60x, +70x, <160



Arvore de
Enumeracado
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Branch-and-Bound

Maximizar z = 5x, +8x,
sujelto a :
x,+x, <6
Sx, +9x, <45

+
X, X, €EL



Branch-and-Bound

Solucéo Continua

9 15
X = _ X - 7= 41
4 4
Disjuntiva
15 15
X, 2| — [+124 ou X,=|—
4 4




Solucdo Grafica

Solucdes Inteiras

oX; + 9%, =45

.

X, +X, =6




Resultado da Divisdo (Branch)




Arvore de Branch

I:)0
X, =2,25 X, =3,75
z=41,25

I:)4
X, =10 X,=4,25
z=40,4




Heuristicas

Roednatcs
AAaodnaine
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Problemas
de
Interesse



O problema de Coloragdo de

Grafos

 Pode ser definido sobre o conjunto dos
vertices ou o conjunto das arestas de um
grafo;

« Coloracao propria: uma coloracao propria
para um grafo nao direcionado G=(V,E) &

um mapeamento c:V—{1, . . ., k} tal que
se {u, v} € E entao c(u) # c(v).
 Os elementos do conjunto {1, .. ., k} sao

chamados cores



Coloracdo de Grafos

Duas versoes usuais para o problema
sao:

Determinar se € possivel colorir um grafo com um
numero pré-determinado de cores ou

Determinar o numero cromatico (ou o indice
cromatico) de um grafo G: o0 menor numero de cores
de {1, ..., k} para colorir propriamente o conjunto de
vertices (ou de arestas) de um dado grafo G



Exemplos de aplicagdo

 primeira versaosy programacao de horarios de grades
escolares: alocacao de n professores a m turmas nos h
horarios disponiveis na escola.

veértice =) aula de um professor

_
cor <=  hordrio
« segunda versaoc) computacao paralela: vertices de uma
mesma cor representam processos que podem ser

executados em paralelo, pois ndo possuem dependéncias.

poucas cores <= processamento rapido



Exemplo

Existem 7 disciplinas. A tabela mostra a existéncia de alunos em
comum: onde ha * na célula ij, existe um aluno matriculado na
disciplina i e na disciplina j.

1
1 |2 |3 14 |5 |6

1 _ * * * _ _ *

5 « x|+ |. |« 7 2
3 * _ * *

g * * 6 3
6 .

7 5 4

A matriz é simetrica :a parte abaixo
da diagonal principal néo foi
preenchida

42



Obter o numero cromatico

« Particionar o conjunto de vertices em k
subconjuntos (minimo possivel) de vértices
nao adjacentes.




Como obter o nimero
cromatico?

NP-Completo B

dificil de resolver =

neuristicas -




Algoritmo de Coloragado

k=0
Para j=0 até n-1 faca D = {1, ... , k}
Para 1i=0 até j-1 faca
se vVv[i] é adjacente a v[j] entédo
D =D - {cor[v[i]]}
fim se
fim Para
se D ndo é vazio entéao

cor[v[j]] = min D
senao
k = k+1

cor[v[]]] = k
fim se
fim Para



Matematica Discreta/ Grafos

CIn/UFPE

46



O problema de Isomorfismo de
Grafos

= O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) tem sido
amplamente estudado nas areas de quimica,
matematica e computacao devido a sua aplicabilidade
em varios problemas praticos



° ° ~nNS
Definicdo
= Consiste em encontrar uma correspondéncia biunivoca dos

vertices de dois grafos dados, obedecendo as adjacéncias
existentes entre os vértices;

= Mais formalmente: Considere dois grafos G,=(V.,E,) e
G,=(V,,E,). Estes grafos sao ditos isomorfos se existir uma
funcao bijetora f: V, — V, onde as seguintes condi¢cOes sao
satisfeitas:

~ Para cada aresta (a,b) de E,, temos uma aresta (f(a),f(b)) em E,;

~ Toda aresta de E,tem a forma (f(a),f(b)) para alguma aresta (a,b)
de E,.



G1 GZ

» E possivel encontrar uma funcdo bijetora f entre os
vertices, f ={(1, 1’), (2, 5), (3, 3'), (4, 4°), (5, 2'), (6, 6’)},
gue satisfaz as condicoes descritas anteriormente, isto
€, mantém as caracteristicas dos vertices em relacéo
ao grau e a conectividade entre eles;



= Para que dois grafos sejam isomorfos, no minimos
seguintes condicOes sao necessarias:

» Possuir o mesmo numero de vértices;
+ Possuir o mesmo numero de arestas;
» Possuir a mesma sequéncia de graus.

1 2 1' 2|

Infelizmente, estas condicoes nao sao suficientes
para afirmar que dois Grafos sao Isomorfos!!

as



Propriedade de Equivaléncia

= A relacdo de isomorfismo €é uma relacao de
equivaléncia:

» Reflexiva: Todo o grafo € isomorfo a si mesmo;

~ Simétrica: Se um grafo é isomorfo a um segundo grafo,
entao tambéem o segundo é isomorfo ao primeiro;

~ Transitiva: Se um grafo €& isomorfo a um segundo
grafo, que por sua vez é isomorfo a um terceiro, entéo o
primeiro é isomorfo ao terceiro.



Complexidade

= 2009: Ashay Dharwadker e John Tevet: o problema
de isomorfismo de grafos pertence a classe P.

= Foi proposto um algoritmo polinomial para verificar
se dois grafos sao isomorfos.



Implementagdo disponivel


http://www.geocities.com/dharwadker/tevet/isomorphism/
http://www.geocities.com/dharwadker/tevet/isomorphism/
http://www.geocities.com/dharwadker/tevet/isomorphism/

Exemplos de aplicagdo

* Reconhecimento de imagens

* Problema de reducao de banda de
matrizes esparsas



O problema de Redugdo de
Banda de matrizes esparsas

» Para uma dada matriz esparsa simétrica
M(nxn), o problema consiste em reduzir a
largura de banda B, permutando linhas e
colunas de maneira a mover todos 0s
elementos ndo nulos o mais proximo
possivel da diagonal.
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http://ciprian-zavoianu.blogspot.com/2009/01/project-bandwidth-reduction.html



O problema de Particionamento
de Grafos

- Sejam G = (V,E) um grafo valorado em
vértices e arestas e k um inteiro tal que k >1.

- Deseja-se particionar 0 conjunto de
vertices de um grafo em k subconjuntos
disjuntos balanceados, de forma que o
peso total das arestas com extremidades
em  diferentes subconjuntos @ seja
minimizado.



Exemplo

G = (V,E) V1 V2

2 particoes
S ——

Corte de arestas: conjunto de arestas cuja remocéao de G torna G desconexo,
desde que nenhum subconjunto proprio desse conjunto também desconecte



O Problema

» De modo geral, para grafos com pesos associados:
o Dado um grafo G = (V, E) e um numero k, deve-se encontrar k

subconjuntos V., V,, ..., V, tal que:

1) |J i=VeVinl=0paratodo i =

2) Wii)=W/ k.¥i=12..k onde W(i)e W representam, respectivamente, as
somas dos pesos dos vertices pertencentes a Ve V.

3) O corte de arestas, 1sto €, a soma dos pesos das arestas confidas no corte seja
nunimizada.

0 Quando k = 2, o problema é referido como Graph Bisection Problem.
Para k > 2,0 problema é referenciado como k-way Graph Partitioning
Problem.



Cluster 1: 5 vértices

Cluster 2: 5 vértices

Cluster 3: 5 vértices

Corte: 13 arestas



Outro Exemplo

Corte: 9 arestas



Formulacdo Matematica

Seja G = (V, E) um grafo com um conjunto de veértices V e um conjunto de arestas E. Seja Wij o
peso da aresta (i, j) entre os vertices i e j, K o numero maximo de clusters k e MaxCard o
tamanho maximo de cada cluster ( |V| < K.MaxCard ).

Formulacédo Padrao

Vanaveis:
v, =1 se o vertice { esta no cluster £ e 0 caso contraro.

¢ =1 se a aresta (7,7) pertence ao cluster ke 0 caso contrano.
Maximizar:
T
2y
10 &
Sujerto a:
Cada vértice esta em apenas um cluster (1)
Sw, =1 Vi
e
&
A capacidade dos clusters deve ser obedecida (2)
S, £ MaxCard vk
e
-

Lmeanzagio davanavel quadratica e, (2, =v; "v,) (3)

Can = Vi

Can =V g

Zvg +v, —1 Vi, Lk

ui: =
Vanaveis bulanas de decisio:
vz'.i:



Métodos de resolucdo

> Métodos Exatos
2 Branch and bound

Solver Cplex

Modelo | => | Cplex | => | Resposta

Complexidade: NP-Dificll



Métodos de Resolucdo

Métodos heuristicos

0 Spectral Partitioning

2 Kernighan and Lin

2 Fiduccia-Mattheyses

0 Multilevel Graph Partitioning
0 Genetic Algorithms

0 Entre outros



Fiduccia-Mattheyses: Algoritmo

passo 1

computar os ganhos de todos os vértices

passo 2

i=1

achar um vértice para troca c(i)

passo 3

bloguear o vértice c(i) e atualizar os ganhos dos vizinhos

passo 4

se ndo existem mais vértices bloqueados,

incrementar i

achar um novo vértice para troca

passo 5

achar uma sequencia de movimentos que levem ao ganho maximo
se nao tem mais que uma sequencia de movimentos, escolher o particionamento
que proporciona o melhor corte

passo 6

aplica os movimentos

volta ao passo 2 até que um maximo seja atingido



Fiduccia-Mattheyses

«Particao 1: Vertices em azul
-Particéo 2: Vertices em preto
«Tamanho inicial do corte: 8
arestas

«Ganho: reducéo do n° de
arestas ao migrar um vértice
de uma particao para outra

*O ganho inicial de cada
vértice esta mostrado em azul

N6s movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8);




Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no na Particao 1 com
maior ganho é g. Vamos
tentar mové-lo para a
Particdo2 e recomputar o
ganho de seus vizinhos.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g,



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no na Particdo2 com
maior ganho € d.
Tentamos mové-lo para a
Particdol e recomputar o
ganho de seus vizinhos.

Depois da primeira
tentativa de troca, o
tamanho do corte é 4.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4);



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no ainda ndo movido na
Particdol com maior
ganho éf.

N6s movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no ainda ndo movido na
Particdo2 com maior
ganho é c.

ApOs essa tentativa de
troca, o tamanho do corte
e 5.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f, c (5);



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no ainda nao movido na
Particdol com maior ganho é

b.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f,c (5); b



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

Existe um empate entre
nos na Particao?2.
Escolhemos um e
tentamos mové-lo para a

Particdol. Todos o0s seus
vizinhos sdo nés movidos, e ‘
portanto n&o precisa

recomputar os ganhos.

ApOs essa tentativa de
troca, o tamanho do corte
e7.
Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f, c (5); b, e (7);



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no ainda nao movido na
Particdol com maior ganho é

a.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f,c (5); b, e (7); a



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

O no ainda nao movido na
Particdo2 com maior ganho é

h.

O tamanho de corte na ultima
tentativa de troca é 8.

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f, c (5); b, e (7); a, h (8)



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

Depois que tentamos mover

todos os nds, percorremos a
sequéncia de trocas e fixamos

a troca que resultou menor

corte. Entdo, fazemos essa

troca permanente e

deletamos todas as tentativas €
posteriores.

N
N

Nés movidos (e tamanho do corte depois) :

nenhum (8); g, d (4); f,c (5); b, e (7); a, h (8)

Isso é o final do primeiro
passo de melhoria.



Fiduccia-Mattheyses: Exemplo

Fazemos o0 processo
novamente comecando
com novo tamanho de
corte igual a 4.

Neste caso, o segundo
passo de melhoramento
nao melhora a solucéo e o
algoritmo entdo para com
tamanho de corte igual a 4.




Exemplos de aplicagdo

JRedes: dividir a rede em pequenos clusters para
maximizar a quantidade de comunicacoes locais e
minimizar a conectividade entre os clusters.

Computacao paralela: um problema de particao do
conjunto de vértices de um grafo em p subconjuntos,
onde o grafo representa uma malha de elementos
finitos e p € o numero de processadores disponiveis.
Tal particado precisa levar em conta o balanceamento
da carga de trabalho dos processadores bem como a
a minimizacao dos custos de comunicacao entre
processadores.

Localizacao de facilidades: localizagao de k hospitais

em uma cidade de forma que ninguém more o mais
longe que o necessario do hospital mais proximo



Partitioning a Sparse Symmetric Matrix
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http://www.eecs.berkeley.edu/~demmel/cs267/lecturel8/lecturel8.html



