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Neste trabalho apresentamos uma reformulacao do Problema de Isomorfismo de Gra-
fos (PIG) como um Problema Quadrético de Alocagao (PQA). Analisamos as vantagens
da aplicacao das caracteristicas do PIG para resolver o problema reformulado. Valida-
mos a reformulagao através de um teorema e propomos a adaptagao de trés algoritmos,
sendo dois baseados em meta-heuristicas e um algoritmo de backtracking. Finalmente,
apresentamos os resultados computacionais da aplicacao dos trés algoritmos ao problema

reformulado.
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In this work we present a reformulation of the Graph Isomorphism Problem (GIP) as a
Quadratic Assignment Problem (QAP). We analyse the advantages of the application of
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tion through a theorem and propose three algorithms, being two based in metaheuristics
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Capitulo 1

Introducao

O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) pode ser aplicado a diversos problemas
reais, como no processo de sombreamento 3D para animacao 2D, [Varela et al., 2006],
em problemas de reconhecimento de imagens [Cross et al., 1997, Rohe, 2004| aplicados
a sistemas de seguranca, como o reconhecimento de impressoes digitais e da iris ocular
|[Ferreira et al., 2001], entre outros. O PIG consiste em encontrar uma correspondéncia
um a um dos vértices de dois grafos dados, obedecendo as adjacéncias existentes entre os

vértices [Berge, 1985].

Atualmente a sua complexidade ainda permanece como uma incégnita. Este é um dos
poucos problemas que pertence a classe dos problemas NP, do qual nao se sabe se ele esta
na classe P ou NP-completo, entretanto é conhecido que ele nao se trata de um problema
co-NP [Fortin, 1996].

Temos na literatura alguns problemas de dificil solugao que foram pouco explorados,
muitas vezes, devido ao fato de sua formulacao possuir muitas restricoes aumentando a
complexidade da busca pela solucao 6tima. Nesses casos, ha a possibilidade de reformula-
los para problemas mais conhecidos que possuem uma definicao mais simples. Por exem-
plo, o problema de alocacao de horarios reformulado para o Problema Quadratico de
Alocacao [Schaerf, 1999].

O Problema Quadratico de Alocagao (PQA) foi sugerido inicialmente por Koopmans
e Beckmann em 1957 [Koopmans and Beckmann, 1957| para tratar o problema de alocar
de forma eficiente atividades a localidades, de acordo com os fluxos entre as atividades e

as distancias entre as localidades.

Este problema pertence a classe de problemas NP-arduos [Burkard et al., 1984|. Ele

foi reconhecido como um modelo para diversas situacoes reais, dentre elas o planejamento



de um campus universitario |Dickey and Hopkins, 1972] e a distribui¢ao de departamentos
em hospitais [Elshafei, 1977].

Muitas vezes, tais problemas demandam um tempo computacional inviavel para a
busca pela solucao 6tima quando utilizamos algoritmos exatos. Isso se deve ao fato de
possuirem um espaco de busca muito grande ou por demandarem um alto custo computa-
cional na avaliacao de uma solugao candidata. Entao buscamos estratégias para resolvé-los
de modo que nao seja explorado todo o espaco de busca do problema. Uma dessas estra-
tégias corresponde as meta-heuristicas, que buscam pela solugdo 6tima (geralmente um
Otimo local) em um tempo computacional aceitavel, porém nao garantem que a solugao

encontrada seja um otimo global [Reeves, 1993].

Neste trabalho é investigada a reformulacao do Problema de Isomorfismo de Grafos
como o Problema Quadratico de Alocagao, sugerida por [Abreu et al., 2006] explorando
algumas particularidades do PIG na resolucao do problema reformulado, principalmente
no que diz respeito aos graus dos vértices dos grafos. Para analisar a influéncia da ex-
ploracao das caracteristicas do PIG na resolucao do problema reformulado, utilizamos
duas meta-heuristicas (GRASP e Busca Tabu) e um algoritmo exato, baseado na téc-
nica de descida em arvore. Além disso, propomos um teorema que valida a reformulagao

apresentada.

No proximo capitulo, os problemas citados acima sao descritos com mais detalhes.
No Capitulo 3, a reformulacao é apresentada e sua validade é demonstrada através de
apresentacao de um teorema. No Capitulo 4, algumas particularidades do PIG sao apre-
sentadas e os algoritmos GRASP, Busca Tabu, e o algoritmo exato utilizados na resolucao
do PIG reformulado, sao descritos no Capitulo 5. O Capitulo 6 apresenta as caracteris-
ticas da base de dados da qual exemplos foram extraidos para execucao dos algoritmos
e os resultados computacionais obtidos. Neste mesmo capitulo realizamos a comparacao
de desempenho entre os algoritmos apresentados. O Capitulo 7 apresenta as conclusoes e

trabalhos futuros.



Capitulo 2

Problemas de Isomorfismo de Grafos e

Quadratico de Alocacao

Neste trabalho estudamos os Problemas de Isomorfismo de Grafos e Quadrético de
Alocagao. A seguir, apresentamos os referidos problemas, analisando as caracteristicas de

cada um e algumas formulagoes existentes do PQA.

2.1 Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG)

O Problema de Isomorfismo de Grafos (PIG) tem atraido o interesse de varios estudi-
0sos por ter a sua aplicagao em varios problemas praticos. Seu estudo tem sido realizado
na area da matematica, na quimica e na ciéncia da computagao. Os grafos sao utili-
zados tanto para dar suporte a decisoes como para representar computacionalmente as

informacoes trabalhadas |[Fortin, 1996, Foggia et al., 2001].

2.1.1 Definicao do problema

Para definir o PIG, considere os grafos Gy = (Vi, F) e Gy = (V3, E5). Dizemos que os
grafos G e (G5 sao isomorfos se existir uma fun¢ao bijetora f : V) — V5, onde as seguintes
condicoes sao satisfeitas:

(i) Para cada aresta (a,b) de Ej, temos uma aresta (f(a),f(b)) em Es;

(ii) Toda aresta de Fs tem a forma (f(a),f(b)) para alguma aresta (a,b) de Ej.



(a) (b) (c)
Figura 2.1: Exemplo de grafos isomorfos (a e b) e ndo isomorfos (a e ¢)

Na Figura 2.1 sao apresentados trés grafos nao completos. Os grafos da Figura

2.1(a) e 2.1(b) sao isomorfos, pois encontramos uma fungao bijetora f entre os vértices,

1234567
(6’ 24715
dos vértices em relacdo ao grau e a conectividade entre eles. Os grafos da Figura 2.1(a)

), que satisfaz as condicoes (i) e (ii), isto é, mantém as caracteristicas

e 2.1(c) nao sdo isomorfos, pois ndo encontramos f : V3 — V5 que mantenha as caracte-
risticas dos vértices descritos anteriormente. O mesmo ocorre entre os grafos da Figura

2.1(b) e 2.1(c).

2.1.2 Estado da arte

Em |Fortin, 1996] é feito uma anéalise dos estudos realizados sobre o problema quanto a
sua complexidade, aos algoritmos propostos e aos tipos de grafos de entrada. Ainda hoje,
a sua complexidade continua uma incégnita. Sabe-se que o problema pertence a classe NP,
mas nao se sabe se esta na classe P ou NP-completo. Foram propostos varios algoritmos
exatos de tempo polinomial para a resolucao do PIG aplicado a classes restritas de grafos.
Mas nao h& um algoritmo que resolva o problema aplicado a todos os tipos de grafos em
tempo polinomial provado no seu pior caso. Nesse artigo, também sao apresentados as
classes de grafos que possuem algoritmos de tempo polinomial para a resolucao do PIG
aplicado a eles. Dentre essa classes sao citados grafos que sao limitados por grau, grafos
conceituais, grafos de arcos circulares, arvores, grafos cordais, k-arvores parciais, entre

outros.

Um dos trabalhos pioneiros nesta area é [Corneil and Gotlieb, 1970]. Nele é apresen-
tado um algoritmo de complexidade de tempo polinomial para resolugao do PIG. Esse
algoritmo consiste em etapas de transformacoes nos grafos de entrada até chegar ao o
que Corneil chama de grafo representativo (Gr). Cada grafo de entrada é tratado inde-

pendentemente, gerando um G para cada entrada. O algoritmo se baseia na suposi¢ao



de uma conjectura, que se verdadeira e os Gg’s gerados forem idénticos, entao pode-se
concluir que os grafos de entrada sdo isomorfos. Mas de acordo com [Foggia et al., 2001],

foi mostrado em [Mathon, 1978| que a conjectura nem sempre é verdadeira.

O algoritmo exato mais comumente utilizado para tratar o PIG foi prosposto por
[Ullmann, 1976|. Trata-se de um algoritmo, baseado na técnica de backtracking, que tem
por caracteristicas reduzir consideravelmente o espaco de busca do problema e trabalhar
com os grafos de entrada de forma conjunta, ou seja, ele utiliza uma matriz para armazenar
as associacoes de vértices entre os grafos. Antes desse algoritmo, os outros existentes
realizavam o processamento dos grafos de forma independente, um exemplo é o algoritmo
apresentado por [Corneil and Gotlieb, 1970]. O algoritmo foi elaborado para tratar tanto
o Problema de Isomorfismo de Grafos, como o Problema de Isomorfismo de Sub-Grafos.
Ele explora as adjacéncias dos vértices na busca pelo isomorfismo, de forma que ao agregar
uma associagao de vértices a solugao, o algoritmo é capaz de descartar associacoes de

vértices nao adjacentes aos recém-associados com outros adjacentes a eles.

Em 2001 foi disponibilizada na internet a versao 2.0 da biblioteca VFLib, que consiste
de uma base de dados de grafos para os problemas de isomorfismo de grafos e isomorfismo
de sub-grafos. Essa biblioteca foi desenvolvida no Laboratorio de Sistemas Inteligentes
e Visdo Artificial (Intelligent Systems and Artificial Vision Lab. (SIVALab)) da Uni-
versidade de Napoles “Federico 11", com a finalidade de testar e comparar o algoritmo
chamado VF [Cordella et al., 1999] com outros algoritmos como o algoritmo de Ullmann
[Ullmann, 1976] e o algoritmo de Schmidt e Druffel [Schmidt and Druffel, 1976].

Em [Foggia et al., 2001] é feito uma comparagao de desempenho entre cinco algoritmos
para a resolucao do PIG. Sao eles: o algoritmo de Ullmann, o algoritmo de Schmidt e
Druffel, VF, VF2 (uma versao de VF que utiliza estruturas de dados mais efetivas, com
o objetivo de otimizar o processo de busca) e o algoritmo de Nauty. Para a realizagdo
dos testes foi utilizada parte dos dados da biblioteca VFLib composta de 10.000 pares de
grafos isomorfos. Dos resultados obtidos nao foi observado a predominancia de um tnico
algoritmo em todos os casos, mas que os algoritmos Nauty e VF2 obtiveram melhores

resultados que os demais.

2.1.3 Aplicacoes do PIG

Como foi dito anteriormente, o PIG pode ser aplicado a varios problemas préaticos,
muitos deles sao derivados das areas de reconhecimento de padroes [Foggia et al., 2001].

Uma dessas aplicages é apresentada em [Ferreira et al., 2001]. Trata-se de uma proposta



de implantacao de um sistema de identificacao de impressoes digitais no aeroporto de
Belém do Para, com o objetivo de aumentar a seguranca no embarque de passageiros. A
impressao digital é recolhida em dois momentos: no momento do check-in a impressao
digital do passageiro é recolhida através de um scanner, processada e transcrita para um
grafo e armazenada no sistema. O processo de transcricao passa por etapas em que a
digital é refinada e os pontos terminais e bifurcagoes das linhas que compoem a digital
sao identificados e um grafo é gerado, cujos vértices representam os pontos e as arestas
indicam as direcoes das linhas. No momento do embarque, a digital do passageiro é
novamente escaneada, processada e transcrita para um grafo. Entao o sistema busca

algum grafo isomorfo ao recentemente gerado que esteja gravado no sistema.

Outra aplicagdo do problema é apresentada em |Bezerra et al., 2005|, onde é descrito
um processo de producao de animacoes e outro, para automatizacao da colorizacao de
cada quadro é proposto. Este ultimo tem por objetivo diminuir o esfor¢o do animador no

processo de colorizacao 3D para animacoes 2D.

No trabalho sao descritos os passos para o processamento de imagens 2D para imagens
3D, e entao é apresentada a colorizagao automética dos quadros da animacao dado um

quadro previamente colorido, onde o PIG é aplicado.

Primeiramente as cenas ou imagens (coloridas em 2D) sao divididas em regices de
acordo com a cor de cada regiao. Em seguida é construido um grafo a partir de uma cena
inicial e este é associado aos grafos gerados nas cenas seguintes utilizando o conceito de
isomorfismo de grafos. Os grafos serao construidos de forma que os vértices corresponderao
a regioes da imagem e as arestas interliguem regices vizinhas. Cada vértice conterd as
informacoes sobre o volume correspondente a regiao ao qual ele esta representando. Como
é assumido que as diferencas com relagao ao volume e forma da imagem entre uma cena
e outra nao sofre modificacoes bruscas, as informacoes contidas nos vértices podem ser
passadas de uma cena a outra (o que caracteriza a automacao no processo de colorizagao

das imagens da animagao).

O PIG também possui aplicagoes na area de reconhecimento de imagens [Rohe, 2004],
quando a identificacao de algumas regioes em imagens sao realizadas por computado-
res de forma automética, ou seja, sem ajuda de uma pessoa experiente no assunto. De
acordo com |Rohe, 2004], uma forma de armazenamento das informagoes do problema
é através de grafos, e os algoritmos geralmente trabalham com o problema de isomor-
fismo entre dois grafos com tolerancias, pois na maioria dos casos, as imagens e seus
grafos correspondentes nao possuem nés com dominio especifico, mas sao distinguidos

através de suas cores, formas e tamanhos. Existem exemplos também de reconhecimento



estrutural de imagens. Nestes casos abstrai-se de detalhes de descricao da imagem que
podem eventualmente sobrecarregar o processo de reconhecimento. Exemplos de trata-
mento destes casos podem ser encontrados em |[El-Sonbaty and Ismail, 1998, Wong, 1992,
Messmer and Bunke, 1999].

2.2 Problema Quadratico de Alocacao (PQA)

O Problema Quadratico de Alocagdo (PQA) foi inicialmente sugerido por Koopmans
e Beckmann em 1957 [Koopmans and Beckmann, 1957|, com o objetivo de encontrar uma
associacao de setores de atividades economicas a localidades de forma a maximizar o ren-
dimento liquido total desse conglomerado. Cada setor é alocado a uma tinica localidade, e
da operacgao desse setor nessa localidade se obtém um rendimento parcial. Este é indepen-
dente da alocacao dos outros setores as outras localidades e é dado pelo rendimento bruto
da producao do setor menos os gastos primaéarios sem contar com os custos de transporte.
Dado uma alocagao dos setores de atividades as localidades, o rendimento liquido total é
obtido através da soma dos rendimentos parciais dos setores subtraido dos custos com o

transporte de mercadorias entre os setores.

Também pode-se visualizar o PQA como um problema de minimizacao dos custos
totais gastos em um conglomerado, dado uma alocacao dos setores de atividades aos
locais, considerando o custo da producao de um setor quando alocado a uma determinada
localidade, os custos de transporte entre as localidades e a demanda de mercadoria entre

0s setores.

De acordo com [BURKARD et al., 1998, o PQA é muito dificil no ponto de vista
teorico. O problema nao pode ser resolvido de forma eficiente como também nao pode
ser aproximado eficientemente com alguma constante de aproximacao. Sahni e Gonzalez

[Sahni and Gonzalez, 1976] mostram que o PQA é um problema NP-arduo.

A seguir veremos algumas formulagoes do problema a partir da ilustracao de uma apli-
cagao do problema baseado no trabalho de [Dickey and Hopkins, 1972| e apresentaremos
outras formulagoes para o problema. Na Secao 2.2.2 e 2.2.3 apresentamos alguns algorit-
mos encontrados na literatura para resolucao do PQA e algumas aplicagoes praticas do

problema, respectivamente.



2.2.1 Formulagoes do PQA

Na literatura encontramos varias formulacoes para este problema, estas sao apresenta-
das em [Loiola et al., 2004]. Para explicar algumas dessas formulagbes vamos considerar
o problema de distribuicao de centros académicos e administrativos em um campus uni-

versitario, baseado no trabalho de [Dickey and Hopkins, 1972].

Uma universidade é composta de centros académicos e administrativos. Vamos su-
por, que a universidade possui quatro centros académicos (Centro Biomédico, Centro de
Ciéncias Juridicas e Economicas, Centro de Ciéncias Exatas e o Centro Tecnologico), a
administracao central, a biblioteca e o restaurante universitario, totalizando sete centros.
Vamos representar esses centros pelo conjunto A = {al,ag, - ,a7}. Cada centro aca-
démico abrigard os cursos referentes a sua area, como por exemplo, o centro biomédico
abrigara os cursos de medicina, enfermagem, odontologia, etc. A universidade possui um
terreno no qual sete areas foram identificadas como locais possiveis para as construcoes
dos centros descritos. Vamos representar esses locais pelo conjunto B = {by, b, ...,b7}. A
Figura 2.2 mostra a planta da universidade, ilustrando os locais possiveis para construcao

dos centros.

ba

bs

Figura 2.2: Mapeamento do campus da universidade

Consideraremos c;; o custo da construcao do centro a; no local b; e representaremos
por m uma solugao para o problema como sendo uma permutacgao das localidades fixados
os centros em uma ordem pré-definida. Se quisermos alocar os centros as localidades de
forma a minimizar o custo da construcao e supondo n=7, entao podemos descrever o

problema como segue:
n
min E Cin(i)-
i=1
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A utilizagdo de uma permutacdo (7) para representar a solu¢do nos garante que cada

centro sera construido em um local distinto.

Vamos supor ainda, que o custo da construcao também leva em conta as distancias
percorridas pelos alunos e funcionéarios na universidade. Ou seja, temos que levar em
consideracao as informacoes referentes as distancias entre as localidades na planta do
terreno e ao fluxo de pessoas entre os centros. Assim, vamos denotar por d(b;,b;) a
distancia entre os locais b; e bj, e por f(ak,al) o fluxo de pessoas entre os centros ay e
a;. Armazenaremos essas informagoes nas matrizes Iy, = [fi;] = [f(a;,a;)], Dpxn =
[dr] = [d(bk, b))] € Crxn = [cik] = [c(a;, bg)]. A Figura 2.3 mostra a planta do terreno com
as distancias entre as localidades e uma tabela contendo as informagoes sobre o fluxo de

pessoas entre os centros.

Fluxos de pessoas entre os centros
ADM  |Biblioteca CB CCE CCJE cT RU
ADM 0 3 6 7 6 8 15
Biblioteca 3 0 250 300 350 400 200
CB 6 250 0 70 2 2 300
CCE 7 300 70 0 50 200 400
CCJE 6 350 2 50 0 70 250
T 8 400 2 200 70 0 400
RU 15 200 300 400 250 400 0
Legenda:
ADM  Centro administrativo
ibl a Biblioteca central
CcB Centro biomédico

CCE  Centro de ciéncias exatas
CCJE  Centro de ciéncias juridicas e econdmicas
cT Centro tecnolégico

RU Restaurante universitario

Figura 2.3: Informacoes para a resolugao do problema de alocacao dos centros

Se na solugdao temos o centro a; associado a localidade 7(7) e o centro a; associado
a localidade 7(j), entdo o deslocamento total de pessoas entre os centros 7 e j é dado
por: fijdriyx(j)- O deslocamento total realizado pelas pessoas no campus pode ser dado
pela soma dos deslocamentos realizado entre os centros. Assim, se o nosso objetivo é
minimizar o custo da alocacao dos centros nas localidades, e este leva em consideracao o
deslocamento total das pessoas e o custo da construcao de um centro a uma localidade,

entao o problema pode ser escrito como:

min Z Jijdr(iyr() + Z Cin(i) { - (2.1)
=1

1,j=1

Se o problema nao levasse em conta o custo da construcao de um centro em uma
localidade, entdo o termo linear da equagdo (2.1) poderia ser descartado e o problema se
resumiria a equagao (2.2).

min Y fijdetin)- (2.2)

1,j=1



A formulacao apresentada é chamada de formulacao por permutacao. Podemos tam-
bém formular o problema através de grafos. Neste caso, trabalharemos com dois grafos
completos, G; = (Vi, Ey), representando os centros (vértices) e o fluxo de pessoas entre
eles (arestas), e Gy = (V4, E»), representando as localidades (vértices) e as distancias en-
tre elas (arestas). A solugdo consiste na sobreposi¢ao dos vértices de um dos grafos nos
vértices do outro. O custo total é o resultado da soma dos produtos das arestas que se
superpoem. A féormula mateméatica para representar esta formulacao é dado pela equa-
¢ao (2.2), onde fixamos os vértices de um dos grafos e permutamos os vértices do outro
grafo e cada elemento da permutagao representa uma sobreposicao de vértices. Podemos
observar que esta formulacao é apenas uma representacao grafica para a formulacao por

permutacao. A Figura 2.4 ilustra esta formulagao aplicada ao exemplo descrito.

Figura 2.4: Grafos com as informacoes de fluxos e distancias do problema

Outra formulacao existente é a formulacao por programagao inteira. Nela trabalhamos
com variaveis booleanas para indicar a existéncia de associacoes entre os centros e os locais.
Assim, sejam F,, ., = [f;;] a matriz com os valores dos fluxos entre os centros, D;,x, = [d]
a matriz com os valores das distancias entre as localidades, e X,,x, = [z;] a matriz de
variaveis de decisao z;, € {0,1}. Entao o custo de alocagao de n centros a n locais é dado

por:
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man Z Z fijdkpxikxjp (23)

ij=1kp=1

s.a inj =1 1<j<n, (2.4)
i=1
 ay=1 1<i<n, (2.5)
j=1

Observe que os valores possiveis para x;; sao 1 quando os vértices i e k sao associados na
solucao e 0 caso contrario. Essa formulagao, também chamada de formulacao booleana, foi
inicialmente proposta por [Koopmans and Beckmann, 1957]|, e posteriormente utilizada

em varios outros trabalhos citados em |Loiola et al., 2004].

Se considerarmos o custo da constru¢ao de um centro a uma determinada localidade,

entao, dados as matrizes F', D, C' de tamanho n X n, o problema teria a seguinte formula:

n n n
min E E fijdkpxikxjp+§ CikTik (2.7)
ij=1 k,p=1 ik=1

s.a

(2.4) (2.5) (2.6).

Uma versao mais geral é apresentada por [Lawler, 1963]. Esta versao envolve coefici-
entes de custos c¢;jip, que nao sao necessariamente produtos entre fluxos f;; e distancias
dip. Considerando o exemplo da alocagao de centros académicos no campus universitario,
o coeficiente c;jy, se refere ao deslocamento total das pessoas entre os centros i e j, quando
estes sao alocados aos locais k e p, respectivamente. Ou seja, se considerarmos o custo
de alocagao de um centro ¢ a uma localidade k (bix), entdo o coeficiente c;ji, pode ser

calculado da seguinte forma:

Cijkp = fijdkp + blk + bjp. (28)
A formulacao é dada a seguir:

min Z Z CijkpTikTjp (2.9)

i.j=1k,p=1
S.a

(2.4) (2.5) (2.6).
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Outras formulagdes para o problema podem ser encontradas em |Loiola et al., 2004].
Apresentamos aquelas que consideramos importantes no contexto deste trabalho. Den-
tre as formulagoes apresentadas, a formulacao por grafos sera utilizada para aplicar a
reformulacao do Problema de Isomorfismo de Grafos como um Problema Quadratico de

Alocacao, tratado no proximo capitulo.

2.2.2 Algoritmos aplicados ao problema

O estudo dos métodos de resolucao do problema seguem duas vertentes:

e O estudo de métodos exatos;

e O estudo de heuristicas.

Na literatura temos varios algoritmos exatos propostos para a resolu¢ao do PQA, e um
dos principais é o Branch-and-Bound pois, de acordo com [BURKARD et al., 1998|, este
¢ um dos mais eficientes algoritmos exatos aplicado ao problema. Um dos ingredientes
principais para seu bom desempenho é uma boa defini¢ao do limite inferior aplicado. Para
este, tem-se destacado o limite de Gilmore-Lawler (Gilmore Lawler bound (GLB)). Exis-
tem outras funcoes de limite inferior que apresentam melhores valores que o GLB, mas
exigem um maior tempo computacional de execucao. Nos tltimos anos a aplicacao da téc-
nica de Branch-and-Bound com implementacao paralela vem sendo muito estudada e tem
obtido os melhores resultados para o problema. Esse bom desempenho estd diretamente

relacionado ao avanco tecnologico dos equipamentos utilizados para sua execucao.

Entre outros algoritmos exatos [Loiola et al., 2004| cita os métodos de plano de corte
que, apesar de nao apresentarem resultados satisfatorios, contribuiram na formulacao de
algumas heuristicas baseadas na decomposicao de Bender e formulacoes da programacao

linear inteira mista (PLIM) .

Como ja foi mencionado, o PQA é um problema de dificil resolu¢ao e a aplicacao
de algoritmos exatos apenas resolvem instancias de pequeno porte. Para buscar boas
solucoes para instancias maiores, utilizam-se técnicas de busca que nao exploram todo o
espaco de solugoes do problema, chamadas de heuristicas. Estas nao garantem encontrar
a solucao Otima para o problema, mas geralmente encontram boas solugoes. Dentre as
técnicas utilizadas nas heuristicas descritas na literatura, temos algumas que vale a pena

destacar:
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e métodos construtivos: tém como principal caracteristica a insercao de uma as-

sociacao de um objeto a um local a cada passo do algoritmo;

e métodos de enumeracao limitada: se caracterizam pela aplicacao de um mé-
todo enumerativo com algum limite imposto no processo, por exemplo, o tempo de

processamento ou um nimero maximo de iteragoes que o algoritmo pode realizar.

e métodos de melhoramento: iniciam a busca a partir de uma solucao inicial

viavel, explorando a vizinhancga da solucao corrente, escolhendo o melhor vizinho;

e meta-heuristicas: vieram com o objetivo de desenvolver algoritmos que sejam mais
gerais, dado que as heuristicas sao geralmente desenvolvidas visando diretamente os

problemas aos quais elas eram propostas.

Em |Loiola et al., 2004] sdo citadas algumas meta-heuristicas abordadas na literatura

e aplicadas ao PQA. A seguir apresentamos em linhas gerais algumas delas.

e Busca Tabu: introduzido por [Glover, 1989, Glover, 1990], esta meta-heuristica
possui como principais componentes uma lista Tabu para indicar quais os movi-
mentos mais recentes, proibindo que os muito recentes sejam repetidos; critérios de
aspiracao que permitem que movimentos proibidos sejam efetuados, intensificando a
busca; e mecanismos de diversificagdo da busca na vizinhanca. Em [Taillard, 1991]

é apresentado a aplicagao do método ao problema estudado.

e GRASP: apresentado por [Li et al., 1994] para resolver o PQA. Essa meta-heuristica
busca explorar o espaco de solugoes do problema de forma a alcancar varios 6timos
locais, realizando um nimero determinado de iteracoes, onde cada iteracao é com-
posta de 2 fases: a primeira é a construcao randomica gulosa de uma solucgao inicial

e a segunda, ¢ uma busca local aplicada a solucao inicial gerada.

e Colonia de formigas: apresentado em |Gambardella et al., 1999] para tratar o
PQA, essa meta-heuristica tomou como base a analise do trabalho cooperativo de
formigas reais na busca de um caminho do formigueiro até o alimento e vice-versa.

A interacao entre esses agentes simples levam a uma boa solucao.
Além das meta-heuristicas citadas acima, |Loiola et al., 2004| ainda cita o algoritmo

Genético |Goldberg, 1989], o Scatter Search |Glover, 1977] e o algoritmo de Busca em
Vizinhanca Variavel (VNS) [Mladenovic and Hansen, 1997].
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2.2.3 Aplicagoes do PQA

Este problema tem atraido a atencao de muitos pesquisadores, nao sé pela sua comple-
xidade como também por ser aplicavel a varios problemas praticos. Dentre eles temos o
problema de fiacdo de Steinberg [Brixius and Anstreicher, 2001], o objetivo é alocar com-
ponentes computacionais em uma placa, de forma a minimizar o total de fios necessarios
para conecta-los. Neste problema sao alocados n componentes a n locais geograficamente
pré-definidos em uma placa, onde ha as informacoes do ntimero de fios que conectam os

componentes dois-a-dois e as distancias entre os locais na placa.

Outra aplicacdo é apresentada em |Carvalho and Rahmann, 2006|, que propde um
novo modelo de avaliacao de arranjos fisicos de microarranjos de DNA, e mostra que o

problema de alocagao de fragmentos de DNA no microarranjo é uma instancia do PQA.

Um microarranjo de DNA, também chamado de chip de DNA, consiste em um arranjo
pré-definido de fragmentos de DNA quimicamente ligados a uma lamina de vidro ou
plastico. O trabalho utilizou para seu estudo os chips produzidos pela empresa A ffymetriz.
Estes sdo sdo compostos de pontos (spots) que comportam muitos milhdes de copias de
segmentos de DNA. O processo de producao de um chip consiste na sintetizagdo em
paralelo dos nucleotideos que compdem os segmentos de DNA, em uma série de passos
repetitivos, em regioes selecionadas do chip. Essas selecoes sao feitas a partir da exposicao
da lanima a luz com a ajuda de méscaras fotolitograficas que permitem ou bloqueiam a
passagem da luz. Devido a difracao da luz ou reflexdes internas, pontos nao-alvos podem
ser acidentalmente ativados em certos passos de mascaramento, produzindo segmentos de

DNA imprevistos que podem comprometer os resultados de um experimento.

O objetivo do trabalho é encontrar um arranjo dos segmentos de DNA na lamina de
forma a minimizar as chances de obter iluminacao indesejada os passos de exposi¢ao das

mascaras.
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Capitulo 3

Reformulacao

Como vimos no Capitulo 2, o PQA possui um vasto campo de estudos na literatura.
Além de inameras aplicagoes praticas citadas em |[Loiola et al., 2004], temos o estudo de
varias heuristicas para resolu¢cao do problema, tais como Busca Tabu [Taillard, 1991],
Colonia de Formigas [Gambardella and Taillard, 1997] e GRASP [Li et al., 1994]. Te-
mos também uma biblioteca QAPLib de instancias para o problema, disponivel em
[BURKARD et al., 1991], onde, além das instancias, sdo disponibilizadas implementagoes

de algoritmos heuristicos e exatos para o problema.

Em face de todos os estudos realizados e trabalhos disponiveis sobre o PQA, utilizamos
a reformulacao do Problema de Isomorfismo de Grafos como um Problema Quadratico
de Alocagao proposta por [Abreu et al., 2006] com o objetivo de aproveitar esses estudos
e analisar a eficiéncia da reformulacao aplicando algoritmos heuristicos e exatos para

resolvé-lo. Essa reformulacao pode ser descrita como a seguir.

Sejam G7 = (V4, Ey) e Gy = (Va, Ey) grafos nao necessariamente completos, e seja
f Vi — V5 uma bijecao entre vértices. Considerando que os dois grafos possuem o mesmo
ntimero de vértices, o mesmo ntimero de arestas e a mesma quantidade de vértices com
graus iguais, podemos transcrever os grafos dados para grafos completos G| = (V/, E}) e
G, = (V3, EY), valorados nas arestas respectivamente, onde uma aresta do grafo transcrito
possuird valor 1 se ela existir no grafo original, e 0 caso contrario. Para efeito de ilustracao,
podemos considerar o grafo G como sendo o grafo de distancias e G’ como sendo o
grafo de fluxos. Assim, transcritos os dois grafos, podemos aplicar um algoritmo para a
resolucao do PQA com o objetivo adequado ao PIG, isto é, encontrar uma alocagao de

custo maximo entre eles.

Considerando S,, o espaco de solugoes do PQA e que a solucao do PQA seja represen-
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tada por uma permutagdo m € S, dos vértices do grafo GY, fixando os vértices do grafo
GY. Sejam (i,j) uma aresta do grafo G, (m(i),7(j)) uma aresta do grafo G5, ¢;; o custo
da aresta (i,j), cx(s)n(j) O custo da aresta (7(i),7(j)). Além disso, seja 7 a solugao 6tima
para o problema e F(7*), o custo total da alocagao 7*. Temos por objetivo calcular o

valor de F(7*) que é dado por:

F(r”) = max D Cijentim
=t (3.1)

sujeito a

CUE{O,l} 1§’L<]§n

Dessa forma, o PQA(G},Gy) é o PQA adaptado ao PIG(G1,G3). Como vimos
na definicao de isomorfismo de grafos e considerando a transcricao de grafos descrita
anteriormente, podemos enunciar o teorema abaixo que garante a validade da reformulacao

apresentada.

Teorema 3.1 Considere Gy e Go dois grafos que definem o PIG(G1,Gs) onde Gy e G
apresentem o mesmo numero de vértices Ny, niumero de arestas Ng e graus dos vértices.
Considerando os grafos Gy e G} (grafos resultantes da transcrigao dos grafos Gy e Go,
respectivamente), seja o PQA(GY, GY) adaptado para o PIG(Gy,G2). O valor da solugao
dtima do PQA(G", G}) € igual ao nimero de arestas Ng do grafo Gy (ou Gy) < Gi = Gs.

PROVA:

1 .2

(=) Seja 7 a solugdo 6tima para o PQA(GY, Gy) e ¢;;,¢i; os custos de uma aresta de

G e G, respectivamente. Pela formulacao proposta:

F(m*) = C1aCe(iyme(a) T Cl3Ch(1yme(3) T F ClnCoe (1yne ()

330 @) (3) T C21Cor @me(a) T T CanCon (@) ()
: (3.2)
1 2 1 2
Cln—2)(n—1)Cr* (n—2)m*(n—1) T C(n=2)nCr*(n—2)7*(n)
1 2
C(nfl)ncﬂ*(nfl)ﬂ*(n)'
Se F(n*) = Ng temos por defini¢ao de G e G}, que existem Np parcelas dessa soma
que valem 1. Para tanto, c%jci(i)ﬂ(j) =1, com 1,5 =1,...,n. Isto s6 ocorre quando as

respectivas arestas existem nos grafos GGy e G5. Por definicao de isomorfismo de grafos,

existe uma bijecao 7* tal que:
T Gy — Gs
(t,7) — (7 (i), 7(j))
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que satisfaz as condigdes (i) e (ii) da Secao 2.1. Portanto, G; ~ GS.
(<) Se G; =~ G, entao, por defini¢ao do PIG, existe uma bijecao f tal que:

[+ G — Gy
(4,5) — (fG), f(4))

que satisfaz as condicoes (i) e (ii) da Secao 2.1.

Se considerarmos o PIG(G4,Gs) como o PQA(G!,G),) adaptado, e f ~ 7* é uma
solugdo do PQA(GY,GY), temos que na soma (3.2), as parcelas que contribuirao para

o valor total da soma sao aquelas que representam a existéncia das arestas nos grafos

originais GGy e Gy, isto é, czljcfr*(i)ﬂ*(j) = 1. As demais parcelas terao valor zero, ou seja,
1 2 . . ~ . . . . , 1
CijCoe (i) () = 0, pois a0 menos uma das arestas nao existe no grafo original, isto é, ¢;; =0
ou cfr*(i)ﬁ*(j) = 0. Sendo assim, o valor maximo da soma (3.2) é exatamente Ng, o nimero
de arestas do grafo G (ou Ga). [ |
Exemplos:
G, G;
f a 6 1

e b S‘E 2
d [ 4><3
G} l G5
f 1 a' 6’ 1 1
1
1 1 \1 1 1
1
e [1] b’ 5 1 2
o o/ \o
1 1 1 (1}
d 1 c' 4 0 3'

Figura 3.1: Aplicacao da transcricao para dois grafos isomorfos

Nas Figuras 3.1 e 3.2 temos a ilustracao da aplicacao da formulagao para dois casos:
quando a entrada é composta de dois grafos isomorfos (Figura 3.1) e quando a entrada
¢ composta de dois grafos nao-isomorfos (Figura 3.2). Em ambos o0s casos realizamos
a transcrigao dos dois grafos G; = (V4, Ey) e Gy = (Va, Ey) para os grafos completos
Gy, = (V|,E}) e Gy = (V3, E}), respectivamente, como ja descritos. Em seguida apli-
camos a equagao (3.1) para encontrar a aloca¢ado de custo maximo. Para isso fixamos

os vértices do grafo G, e permutamos os vértices do grafo G%. Podemos observar que
1 2
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G]_ G2

e_/>¢\\_b 5< 2
d c 4 3
G: G2
f o a 6' 0 1
1 1
o1 0
1 () 1
e 1 b 5 2
o it
1 1 /o 0 o
0
d' 1 c' 4' 1 3

Figura 3.2: Aplicagao da transcrigao para dois grafos nao-isomorfos

. . 123456
uma solucao possivel para o caso da Figura 3.1 ¢ 7 =

, de forma que:
dceafb

Y(a,b) € By =, I(w(a), (b)) € E3 e o valor da solugao de acordo com a formula de custo
do PQA ¢ 9. Temos também que este valor é igual ao nimero de arestas de qualquer um
dos grafos originais, como era esperado, dado que os grafos sao isomorfos. Ja para o caso
da Figura 3.2, enumerando todas as possibilidades de alocagao do grafo G; no grafo G,
nao encontramos nenhuma permutacao que gere um custo igual ao niimero de arestas de

um dos grafos originais (9 arestas), confirmando que os grafos nao sao isomorfos.
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Capitulo 4

Espaco de solucoes do PIG

No Problema de Isomorfismo de Grafos temos por objetivo encontrar uma associacao
biunivoca entre os vértices de dois grafos de forma a preservar suas adjacéncias. Uma
caracteristica deste problema é que os vértices associados precisam, necessariamente, ter
0 mesmo grau pois associacoes entre vértices de graus diferentes produzem solucoes in-

vidveis.

Podemos descrever o espaco de solugoes do problema para grafos de n vértices como
sendo o conjunto de permutacoes dos n vértices de um dos grafos do problema, fixados
os vértices do outro grafo. Assim, o tamanho do espaco de busca seria igual a n!. Porém,
estao contidos nesse conjunto solucoes inviaveis, isto é, solugoes que possuem associacoes
de vértices com graus diferentes. Se dividirmos os vértices em conjuntos de acordo com
0S seus graus e associarmos apenas vértices de mesmo grau, passaremos a analisar ape-
nas solucoes viaveis com relacao a caracteristica explorada, conseqiientemente teremos o

espaco de busca reduzido. A seguir verificamos a veracidade da afirmacao.

Considere dois grafos de n vértices G; = (Vi, E1) e Gy = (Va, E), o primeiro repre-
sentando os locais e as distancias entre eles e o segundo, representando os departamentos
e os fluxos de pessoas/objetos entre eles, onde #V; = #V, = n. Suponha que os vértices
possam ser divididos em dois conjuntos de acordo com seus graus e que os dois grafos
possuem a mesma quantidade de vértices com os mesmos graus, ou seja, ambos V; e V5
podem ser divididos em dois conjuntos cada um de forma que a distribuicao dos vértices
de um grafo nos conjuntos seja igual a distribuicao dos vértices do outro grafo, com re-
lagao ao ntimero de vértices nos conjuntos. Seja p € Z o numero de vértices de um dos

conjuntos, tal que 0 < p < n. Entao o outro conjunto terd n — p vértices.

A Figura 4.1 ilustra a divisao dos vértices descrita. Nesse exemplo temos dois gra-
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fos G = (Vi,Ey) e Gy = (Vo,Ey), com n = 8 Vi = {a,b,c,d,e, f,g,h} e Vo =
{a ¥, d e, f',g,h}. Em cada grafo podemos separar os vértices em dois conjun-
tos. No caso do grafo G| temos A = {g,h} e B = {a,b,c,d,e, f}, e para o grafo G,
temos A’ = {d, '} e B ={V,d, ¢, f',¢',h'}, onde os conjuntos A e A’ sdo compostos de
vértices de grau 3 e os conjuntos B e B’ sdo compostos de vértices de grau 4. Se apenas
associarmos vértices de conjuntos equivalentes, ou seja, vértices de mesmo grau, entao o
namero de solugoes viaveis é dado por p!(n — p)!. Na ilustragao associaremos apenas os
vértices do conjunto A com o conjunto A’ e vértices do conjunto B com o conjunto B’,

resultando em um espaco de solucoes de tamanho igual a 2! - 6! = 1.440.

Figura 4.1: Exemplo de divisao dos vértices em conjuntos

Para estudar a influéncia da exploracao dos graus dos vértices no tamanho do espaco
de busca do problema, adotamos o termo bloco para nos referir aos conjuntos de vértices

mencionados no exemplo.

Lema 4.1 Suponha que um grafo do PIG contenha n vértices e estes estao divididos em

dois blocos, onde um deles possui p vértices. Assim, temos que n,p € Z, en > p. Entao

n! > pl(n —p)!.
PROVA: Por contradigao, supomos que n! < p!(n —p)!. Podemos dividir os dois membros
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por (n — p)!. Assim, obtemos:

n!
(n —p)!

n(n—1mn-2)---(n—p-1)(n—p)!
(n —p)!

< p!

< plp=Dp—=2)---1

nn—1)(n-2)---(n—p—1) < plp—1(p—2)---1

N S N
g

p termos p termos

Podemos observar que temos o mesmo nimero de termos nos dois lados da inequacgao
e, sendo n > p, cada termo do lado esquerdo ¢ menor que o respectivo termo do lado

direito, ou seja:

n < p
n—1) < p—1
n—2) < p—2

(m—p—1) < L
Mas por suposi¢ao, temos n > p (contradi¢ao). Logo n! > pl(n — p)!. [ |

Exemplo: Para os grafos da Figura 4.1 temos:

8! =40.320 > 2! - 6! = 1.440

Como mostramos, a divisao dos vértices em dois blocos e a geracao de solugoes
associando-se apenas vértices de mesmo grau reduz o espaco de solugoes viaveis. Po-
demos observar no exemplo que a divisao dos vértices em dois blocos, onde um deles
possui apenas dois vértices, mostra uma reducao consideravel no tamanho do espaco de
busca do problema. Veremos a seguir a generalizacao para mais que dois blocos. Consi-
dere a divisao dos vértices em k blocos de vértices, onde k € Z, e 1 < k < n. Quando
temos apenas um bloco (grafos regulares) é trivial que n! > n!, por isso o Teorema 4.1 é

valido para casos com dois blocos ou mais.

Teorema 4.1 Sejam n o niumero de vértices e k o niumero de blocos, tais que n,k € Z,

l1<k<n,eP={p,p2,...,p} € um conjunto de inteiros positivos, onde p; representa
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o numero de vértices no bloco i, de forma que Zle pi =n. Entaon! > p!--pr_ql(n —

k-1
> i1 i)l

PROVA: Seja P(k)! a desigualdade n! > py!-- - pr_q!(n — S5 p;)!, onde k é o ntimero de
termos p;, Zi:ll pi<nel<k<n.

Caso base: Para k = 2, P(k) é verdade, pois de acordo com o Lema 4.1 temos que

n! > pl(n — p)!.

Passo Indutivo: Assuma que para k = n—1, P(k) é verdadeiro, ou seja, n! > py!---p,_o!(n—
S 2ps)!, onde 2777 p; < n. Entdo mostraremos que P(k) é verdadeiro para k = n, ou

) -1 k—1
seja, n! > pil-- ppil(n— 00 pi)l, onde Y p < n.

Pela hipotese de inducgao:

k-2
n! > pi!--proa! <n— pi>!- (4.1)
i=1

Aplicando o Lema 4.1 ao termo (n — Zf:_f p; )1, temos:

k=2 k—2

<n - ZPz) D' > pea! ((Tl - sz) - pk—l) ! (4.2)
i=1 i=1
k—2 k—1 k-1

(n - Zm)l > P! (n - p¢>! : > pi<n (4.3)
i=1 i=1 i=1

Assim, temos que:

k—2 k—1
n! > pleppo! (n— sz)! >pilprt! (n— sz-)!

i=1 i=1
Logo:
k—1 k
n!2p1!~~~pk1!<n—2pi>!,0<k<ne Zpl-<n
i=1 i=1
[ |
Exemplos:

10! = 3.628.800 > 2!-3!.5!=1.440
20! = 2.432.902.008.176.640.000 > 4!-6!-10! = 62.705.664.000
20! = 2.432.902.008.176.640.000 > 3!-3!-4!-4!.6! =14.929.920

o k—1
!Observe que escrevemos o k-ésimo termo como sendo (n — Y ;7 p;)
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Podemos observar que o tamanho do espaco de solugoes vidveis também é influenciado
pela distribuicao dos vértices nos blocos, de forma que quanto mais homogénea for a

distribuicao dos vértices nos blocos, menor seré o espaco de busca.

Suponha que os grafos G; = (Vi, E1) e Gy = (Va, E3) com #V; = #V5 = n, possuam
o mesmo numero k de blocos, com 0 < k < n, e os vértices estao distribuidos entre os
blocos de forma similar. Sejam p; o nimero de vértices no bloco ¢z, com ¢ =1,... k. Entao
quanto menor a diferenca entre os valores de p;, + = 1,.... ke Zle P; = N, Menor sera
o resultado do produto pi!ps!---pi!, conseqiientemente o tamanho do espago de solugoes

sera menor.

Corolario 4.1 Sejam n o numero de vértices, k o nimero de blocos, tais que n,k € Z,
0<k<mn, P=p,psy...,Pr, Pi € Ly, Zlepl =n. FEntao quanto menor a diferenca

entre os valores de p;, 1 = 1,...,k, menor serd o resultado do produto pi!ps!- - pg!.

PROVA:

Suponha sem perda de generalidade que k = 2. Sejam n, py, pa, p}, ph, 7, 1’ inteiros

positivos, tal que:

PrL+p2=mn (4.4)
py+ph=n (4.5)
r=1py—p (4.6)
r'=py—p (4.7)
> (4.8)
Entao queremos demonstrar que:
iyl > pilps!. (4.9)

Isolando os termos p; e p| das equagdes (4.4) e (4.5), respectivamente, obtemos as equa-

goes:

PL="n—p2 (4.10)
p’l :n—p'2 (4.11)

Substituindo as equagoes (4.10) e (4.11) nas equagdes (4.6) e (4.7), obtemos:

r=ps—(n—p) =>r=2p—n (4.12)
r=py—(n—ph) =1 =2py, —n (4.13)

23



Substituindo as equagoes (4.12) e (4.13) na equagdo (4.8), temos:
25 —n > 2py—n
Py >pe = Pyl > po! (4.14)
De forma anéloga, encontramos que
p1 > Py = p! > )l (4.15)
Multiplicando a equagao (4.14) por p;!, temos:
pulph! > pilps! (4.16)

dividindo os dois membros da inequagao por pj!:

p!> = (4.17)

subtraindo a inequacao (4.15) da inequacao (4.17), temos:

0> pl!,pf! g (4.18)
Al
multiplicando os dois membros por p,!:
0> plps! — pi!py! (4.19)
somando p}!p5! aos dois membros:
pilps! > pilps! (4.20)

Exemplo:

15!+ 5! =156.920.924.160.000 > 10!- 10! = 13.168.189.440.000
1017131 =109.734.912.000 > 7!-7!-6! = 18.289.152.000
Al-46-21=1.152 > 41-.3!- 3! =864

Uma caracteristica que advém do Teorema 4.1 e do Corolario 4.1 é o fato do tamanho
do espaco de solugoes do problema ser inversamente proporcional ao niimero de conjuntos
nos quais os vértices estao divididos, quando possuimos uma distribuicao homogénea dos
vértices nos blocos. Ou seja, supondo que os vértices sao distribuidos entre os conjuntos
de forma homogénea, quanto maior o nimero de conjuntos, menor serd o tamanho do
espaco de busca do problema. Isso pode ser facilmente observado, dado que quanto maior
o numero de conjuntos, menor sera o tamanho de cada um deles, pois o somatoério dos
termos serd sempre igual ao nimero total de vértices. Portanto, o produto resultante

tende a diminuir.
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Lema 4.2 Sejamn, k € Z,, n>k, P={p1,p2,-.. .0}, i €EZ, € Zle p; = n. Entao

o nimero de termos do produto pi!ps!---pi! € igual a n.

PROVA: Sejamn, k € Z,,n >k, P ={p1,p2, ..., Pk}, Pi EZ+,i:1,...,ker:1pi:n.

Sabemos que n! =n-(n—1)---1 é um produto de n termos, e:

p1! € um produto de p; termos.

p2! é um produto de py termos.

pi! € um produto de p, termos.

Como p1 + p2 + ...+ pr = n, entdao pi!ps!---pi! € um produto de n termos. [ |

Corolario 4.2 Sejam n, k, k' € Z., n >k >k, P = {p1,p2,...,px}, 0i € Zy, i =
]-7 .. '7k7 D = L%J; Zlepi =n, PI = {pllap/27 s 7p;c’}; p; € Z+: p; =~ L%J e Zf:lp; =n.
FEntao:

PROVA: Sendo Zlepi = n, Zf,:lp; = n, cada termo ¢ do membro esquerdo possui o
valor p; ~ | 7], cada termo j do membro direito possui o valor p; ~ | 7] e além disso,
k >k, entdo V p; € P,V pj € P',p; < pl.

Mas, pelo Lema 4.2, p!---pgl e pi!---p),! sdo produtos de n termos. Assim:

ploepl <pilee !
pipr = 1)1 — 1)1 < phi(ph =11 pi(ply — 1)1

/
"' v~

n termos n termos

Analisando os elementos da inequacdo, observamos que p;! = pi(p; —1)---1 é um
produto de p; termos, onde o maior elemento possui valor p;, e pi! = pi(pj —1)---1 ¢
um produto de p;- termos, onde o maior elemento possui valor p;-. Podemos observar
que o maior termo do membro esquerdo serd sempre menor ou igual ao maior termo
do membro direito da inequagdao. Como temos o mesmo nimero de termos em ambos
os lados, podemos concluir que o produto resultante do membro esquerdo serd sempre
menor ou igual ao resultado do membro direito. Assim, temos que a inequagao (4.21) é

verdadeira. ]

Exemplo:
864 = 4!-3!- 3! < 5!- 5! =14.400
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Capitulo 5
Algoritmos Propostos

Como vimos anteriormente, o PIG pode ser aplicado a diversos problemas prati-
cos. Entre os algoritmos exatos que encontramos na literatura para resolvé-lo temos
o algoritmo de Ullman [Ullmann, 1976] e o VF (isomorfismo de grafos direcionados)
[Cordella et al., 2001]. Também encontramos varias meta-heuristicas que ja foram tra-
balhadas para resolver o problema, entre elas temos o GRASP e o algoritmo genético

tratados no trabalho de [Boeres and Sarmento, 2005].

Para validar a reformulacao implementamos um algoritmo exato e dois algoritmos
heuristicos, o GRASP e a Busca Tabu, aplicando as caracteristicas do PIG descritas no

Capitulo 4.

O GRASP foi inicialmente proposto por |Feo et al., 1994| para resolver o problema
do conjunto méaximo independente. Esta meta-heuristica consiste em um processo ite-
rativo, onde em cada iteragao temos o refinamento de uma solucao inicial construida de
acordo com mecanismos probabilisticos. Em cada iteracao o algoritmo constréi uma so-
lucao inicial de forma gulosa e aleatoria, e em seguida aplica uma busca local a solugao
gerada. Posteriormente, este algoritmo foi aplicado ao Problema Quadratico de Aloca-
cao [Li et al., 1994], ao problema de satisfabilidade (SAT) |Resende and Feo, 1996|, ao
problema de planarizagao de grafos [Resende and Ribeiro, 1997], ao problema de escalo-

namento de tarefas [Binato et al., 2001], entre outros.

A meta-heuristica Busca Tabu foi proposta por [Glover, 1986] e utiliza a metodologia
de busca local na vizinhanca de uma solucao e impoe restricoes para evitar que o processo
de busca estacione em alguma solucao nao 6tima. Além disso, se utiliza de mecanis-
mos que lhe permite fugir de 6timos locais. Esse algoritmo teve sua aplicacao em varios

problemas, por exemplo, ao problema da clique maxima [Gendreau et al., 1993], ao pro-
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blema do caixeiro viajante [Gendreau et al., 1994|, ao Problema Quadratico de Alocagao

[Misevicius, 2005], entre outros.

Quanto ao algoritmo exato, utilizamos a metodologia de descida em arvore e aplica-
mos as caracterisiticas das instancias do PIG analisadas no Capitulo 4. Os detalhes do

algoritmo serao apresentados na Secao 5.3.

A seguir, apresentaremos as meta-heuristicas GRASP e Busca Tabu implementadas
para testar a reformulacao, descrevendo os mecanismos utilizados para explorar as carac-

teristicas do PIG descritos no Capitulo 4.

5.1 GRASP aplicado & reformulacao

Utilizamos o algoritmo GRASP proposto por [Li et al., 1994] devido a facilidade de
implementacao e por ser uma das meta-heuristicas mais aplicadas ao PQA de acordo com
[Loiola et al., 2004|. Fizemos as adapta¢oes necessarias para sua aplicacdo a reformulacao
proposta. As modificacoes realizadas serao explicadas a seguir na apresentacao de cada
etapa do algoritmo. O Algoritmo 1 mostra o pseudo-codigo do algoritmo GRASP imple-
mentado. Como se trata de uma adapatagao do algoritmo proposto por [Li et al., 1994|

para o PIG reformulado, entao o chamaremos de GPIGPQA.

Algoritmo 1: GPIGPQA
Entrada: MaxlIter, numeroArestas

1 melhorSolucao« 0;

2 melhorSolucao.custo«— 0;

3 construcao da LRC;

4 para nlter =1,..., MaxIter faga

5 solucao «— Construcao da solucao inicial;

6 buscaLocal(solucao);

7 se solucao.custo = numeroArestas entao

8 t pare;

9 se solucao.custo > melhorSolucao.custo entao
10 t melhorSolucao < solucao;

S;ida: melhorSolucao

O GRASP é um processo iterativo, onde cada iteracao consiste em duas fases: a
construcao de uma solucao inicial e a aplicacao de uma busca local. Na primeira, a

solucao inicial é construida inserindo a ela uma associacao viavel de cada vez. Esta fase
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¢ dividida em duas etapas: a construgdo de uma lista restrita de candidatos (LRC) e a

construcao da solucao propriamente dita, elemento a elemento.

A LRC é formada por sobreposicoes de arestas, onde ambas as arestas que compoem
um elemento da lista possuem valor 1, ou seja, sao arestas existentes no grafo original
respectivo. Além disso, somente as sobreposicoes validas serao inseridas na LRC, isto é, os
vértices associados deverao ter o mesmo grau. Entao cada elemento da LRC é composto de
duas associagoes de vértices. Como as informagoes para a construcao da LRC dependem
apenas das matrizes de adjacéncias dos grafos, portanto nao é modificada no decorrer do

algoritmo, entao ela é construida uma tnica vez antes de iniciar as iteracoes.

O objetivo é maximizar o valor da equacao (3.1) apresentado no Capitulo 3. O valor
maximo possivel de ser obtido ¢ igual ao nimero de arestas de um dos grafos originais.
Como o valor da funcao objetivo para a solugao 6tima é sempre conhecido, entao o al-
goritmo termina assim que encontrar a solucao o6tima ou quando o limite méximo de

iteracoes for alcancado.

5.1.1 Construcao da Lista Restrita de Candidatos

Para a geracao da LRC' criamos duas listas, uma contendo todas as arestas com valor
1 do grafo de fluxo (Lfuu0) € a outra contendo todas as arestas com valor 1 do grafo de
distancias (Lgs¢). Em seguida inserimos na LRC todas as sobreposi¢oes véalidas entre as
arestas, isto é, os vértices associados, resultante das sobreposicoes entre as arestas, devem
ter o mesmo grau. O Algoritmo 2 apresenta o pseudo-coédigo do processo de geracao da
LRC.

Nas linhas 4 e 5 temos a construcao das listas de arestas dos grafos de distancia e
de fluxo, respectivamente. Da linha 7 & linha 11 temos o processo de geracao da LRC.
Para cada aresta (i,j) de Lgs (linha 7) analisamos todas as associagoes possiveis com
arestas de L fjyz0, ou seja, V(k,l) € Lo (linha 8). Na linha 9 verificamos a validade da
associacao das arestas (i, 7) e (k, 1), de forma que se os vértices i e k tiverem o mesmo grau
(valido(i, k)) e o mesmo for verdade para os vértices j e [ (valido(j,1)), entdo a associa¢ao
da aresta (7, j) com a aresta (k,!) é inserida na LRC' (linhas 10 e 11). O processo termina
quando todas as associacoes possiveis de arestas dos dois grafos forem analisadas. A saida

do algoritmo consiste na LRC' e seu tamanho.
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Algoritmo 2: Construcao da LRC
Entrada: G| = (|, EY), G, = (V3, E))

1 /*Listas contendo as arestas existentes nos grafos originais:*/

2 /*Lgis: lista de arestas do grafo de distancias, ou seja,

i?j € ‘/27(7‘7]) € E2 . Cij = 1 = (27]) € Ldist*/

w

J*L g0 lista de arestas do grafo de fluxos, ou seja,
k‘,l - ‘/1, (kﬁ,l) - E1 TCp = 1= (k‘,l) & Lfluxo*/

4 Construcao de Lg;g;

(S

Construcao de L fyz0;

=

tamprc < 0;

para cada (i,j) € Ly faga

N1

8 para cada (k,l) € Ly, faca

9 se valido(i,k) e valido(j,]) entao
10 LRC «— LRC U{(i, k), (j,0)};
11 tamprc < tampre + 1;

S;ida: LRC, tamprc

5.1.2 Segunda etapa da construcao da solucgao inicial

Apos a geracao da LRC iniciamos a segunda etapa da construgao da solucao inicial,

construida elemento a elemento. O Algoritmo 3 apresenta o pseudo-codigo desse processo.

O algoritmo recebe como entrada os conjuntos de vértices dos grafos (Viist € Vo),
a LRC e seu tamanho (tampgrc), o numero de vértices (Ny) e a lista de blocos (B)
resultantes da divisao dos vértices dos grafos por grau de vértices. O Algoritmo 3 mostra

esse processo de construcao.

Inicialmente, escolhemos aleatoriamente uma sobreposicao de arestas entre os [ -
tamprc primeiros elementos, onde 0 < 3 < 1 e tamprc é o tamanho da LRC, isto
é, escolheremos aleatoriamente um elemento {(i, k), (4,0)} € LRC[1--- (8 - tamprc)] (li-
nha 1). Em seguida, inserimos as duas primeiras associagoes de vértices, resultantes da
sobreposi¢ao de arestas escolhida, na solucdo inicial (7) e as excluimos de seus respectivos

conjuntos de vértices (linhas 3 4 7). Entao iniciamos a construgao do restante da solugao.

Apo6s a insercao das duas primeiras associacoes de vértices, estes sao excluidos das
listas de vértices ainda nao associados de cada grafo. Entao, enquanto os conjuntos nao
estiverem vazios (linha 8), é criada uma lista com todas as associages vélidas entre os

vértices ainda nao inseridos na solugao (L,) (linhas 9 a 16). Em seguida, ordenamos a
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Algoritmo 3: Construcao da solucao inicial

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

Entrada: Nv, Viis, Vi, B, LRC, tamppre
{(i, k), (j,1)} < random(LRC[1--- (- tampgc]));

/*Insercao dos vértices associados na solu¢ao™/

T« 0
™ {(Za k)? (j?l)}a
NV — NV - 2;

Vflu;to — V;list \ {Zuj}a
‘/dist A Vflua:o \ {ka l}:
enquanto Ny > 0 faca

m <« 0;
L, < 0;
para cada b € B faga
para cada p € Vy;q[b.inicio...b. fim] faga
para cada q € Vyjyu,lb.inicio...b. fim] faga
Cpg < Z(i,k)@r Jaidpr;
L, — L, Ucpy;
m «—m+ 1;
ordena L, em ordem decrescente de custo;
/*escolha randémica de uma associagao da lista L,*/
{(1,k)} — random(vet[l---am]); /*i € Vi € k € Viugo™/
m—A{(i k)};
Vaist < Vaist \ {Z}a
Vitzo < Viwo \ {k};
Ny < Ny — 1;
Saida: 7
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lista gerada (L,) em ordem decrescente de custo e escolhemos uma associagdo entre os
a-m primeiros, onde 0 < a < 1 e m é o tamanho da lista (linhas 17 4 19) . Os vértices da
associacao sorteada sao inseridos na solucao 7 e excluidos de seus respectivos conjuntos e

o lago prossegue (linhas 20 a 23).

5.1.3 Busca Local

O proximo passo do algoritmo GPIGPQA é a aplicagao de um algoritmo de busca
local sobre a solugao gerada, com objetivo de chegar a um 6timo local, na esperanca de

encontrar um 6timo global em alguma iteracao do algoritmo.

O algoritmo de busca local é um processo iterativo onde a cada passo ele escolhe uma
solucao na vizinhanca da solucao corrente que gere o melhor resultado. Existem varias
técnicas para gerar a vizinhanca de uma solucao. A mais comumente utilizada é a k-troca,
que gera uma nova solucao a partir da solucao atual, trocando £ elementos de posicao.
Em nosso trabalho utilizamos a técnica 2-trocas para gerar a vizinhanga no processo de
busca local. A seguir, ilustramos a aplicacao dessa técnica para gerar da vizinhanca de
uma solucao para os grafos transcritos da Figura 3.1 do Capitulo 3.

Exemplo: Suponha 7 = ; Clbi Z, ;l: J(;/ ;, uma solugao inicial obtido pelo algoritmo
GPIGPQA aplicado aos grafos da Figura 3.1 do Capitulo 3, onde os vértices estao divididos
em blocos de acordo com o grau. Cada bloco esta representado por uma cor, os vértices
na cor magenta possuem grau 2, na cor azul possuem grau 3 e na cor vermelha possuem
grau 4. A vizinhanca V(7) é gerada aplicando-se a técnica 2-trocas sobre a solugao 7
entre elementos de mesmo bloco.

Vi) = { BALsORnEo a1 o) Eoas ) }
{315462}{316542}{31465 2}

Em V(7) destacamos em vermelho os elementos que tiveram suas posicoes trocadas.

O Algoritmo 4 apresenta o pseudo-codigo do processo de busca local. Ele recebe como
entrada a solugao inicial 7 e a lista de blocos de vértices B, e utiliza uma flag (Melhora)
para indicar se o processo chegou ou nao a um 6timo local. O algoritmo inicia com a
solucao atual igual a ™ e em cada iteracao gera a vizinhanca da solucao atual utilizando
a estrutura 2-troca (linhas 4 a 11), escolhendo o melhor vizinho (linhas 10 e 11). Se este
possuir um custo melhor que o custo da solugao atual, entao a troca (referente ao melhor
vizinho) é realizada na solu¢do atual e é atribuida o valor 1 a flag Melhora para indicar
que o algoritmo nao chegou a um 6timo local (linhas 12 &4 13). O algoritmo péara quando

nao ha nenhum vizinho a solucao que tenha um custo melhor.
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Algoritmo 4: Busca Local
Entrada: 7,B
1 Melhora « 1;
2 enquanto Melhora = 1 faga
3 Melhora « 0;
4 para cada k € B faga
5 para i=k.inicio ... (k.fim-1) faga
6 para j=(i+1) ... k.fim faga
7 /*D*: Diferenca de custo da melhor troca com a solugao atual*/
8 /*Dy: Diferenca de custo da solucdo gerada pela troca dos
9 vértices i e j com a solugao atual*/
10 se Dy > D* entao
11 t troca < troca;;
12 se D*>() entao
13 Realize a troca;
14 Melhora « 1;
Saida: 7

Vale a pena ressaltar que tanto na construcao da solucao inicial como no processo de
busca local, apenas vértices de mesmo grau sao associados para compor a solucao, devido

a divisao dos vértices em blocos.

5.2 Busca Tabu

Além do algoritmo GPIGPQA, implementamos o algoritmo de Busca Tabu com o ob-
jetivo de realizar um estudo comparativo quanto a eficiéncia dos algoritmos e a qualidade

das solucoes.

O algoritmo de Busca Tabu é basicamente um algoritmo de busca que, ao mesmo tempo
que impoe restricoes na busca, permite sobrepuja-las em determinadas circunstancias. O
algoritmo proibe a realizacao dos movimentos mais recentes para evitar que a busca
entre em um ciclo de trocas. Para essa finalidade, tem-se uma lista para armazenar os
movimentos mais recentes, chamada de lista tabu. Os elementos presentes nessa lista sao
chamados de movimentos tabu ou movimentos proibidos, mas o algoritmo nem sempre
obedece a classificacao tabu dado aos movimentos. A Busca Tabu permite intensificar

a busca pelo 6timo através do critério de aspiracao. Quando um movimento satisfaz
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esse critério, ele é executado mesmo se ele estiver presente na lista tabu. O critério
mais comumente utilizado é aquele em que o movimento gera uma solu¢cao melhor que
a melhor soluc¢ao encontrada até entao (critério de aspiragao por objetivo). Além desses

mecanismos, existem outros citados em [Reeves, 1993].

Os elementos bésicos do algoritmo de Busca Tabu sao: a representacao da solucao,
a funcao de custo, a vizinhanga, a lista tabu, o(s) critério(s) de aspiracao e o critério de

parada. Para tratar o PIG reformulado, definimos esses elementos como a seguir:

e Representacao da solugao: uma permutacao dos vértices de um dos grafos, fixados os
vértices do outro grafo em uma ordem pré-definida, onde os vértices estao agrupados

de acordo com o grau. Como descrito no Capitulo 3.

e Funcao de custo: somatorio dos produtos fluxo-distancia resultantes das sobrepo-
sicoes de arestas geradas pelas sobreposicoes de vértices da solugao. Descrito no
Capitulo 3.

e Vizinhanca: utiliza a estrutura 2-trocas para geracao dos vizinhos da solucao cor-
rente. Porém, apenas vértices de mesmo graus podem ser trocados, para garantir a

viabilidade da solucao.

e [Lista tabu: a lista tabu é composta dos 4 tltimos movimentos realizados no processo

de busca.
e (C'ritério de aspiragao: utilizamos o critério de aspiracao por objetivo.

e Critério de parada: o algoritmo para quando encontrar a solu¢ao 6tima (custo =
nimero de arestas) ou apés realizar o nimero maximo de iteragdes previamente

definido.

Podemos observar que o critério de aspiracao tem a finalidade de intensificar a busca
pela solucao otima. Além desse mecanismo, implementamos um outro com o objetivo
de diversificar a busca, descrito em |[Reeves, 1993], que se trata de uma estrutura de
memoéria complementar. Essa estrutura guarda a freqiiéncia de execugao dos movimentos.
Utilizamos as informagoes dessa estrutura apenas nos casos onde nao temos nenhuma troca
que gere melhora no custo da solucao em um determinado nimero de iteracoes. Entao
aplicamos uma penalidade sobre cada movimento na vizinhanga proporcional a freqiiéncia
com que cada um ocorreu. Em [Reeves, 1993] esse mecanismo é um dos componentes da

memoria a longo prazo da Busca Tabu.

O Algoritmo 5 apresenta o pseudo-codigo da implementacao do algoritmo de Busca

Tabu implementado para resolu¢ao do PIG reformulado.
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Algoritmo 5: Busca Tabu
Entrada: MaxlIter, numeroArestas, s

1 8%« s;
2 s*.custo < s.custo;

3 para nilter =1,..., MaxIter faca

4 geracao da vizinhanga V* C N(s,nlter);
5 Escolha o melhor vizinho s' de V*;/* escolha feita entre os vizinhos de s que
nao sao tabu ou que satisfazem o critério de aspiragao */
6 5« §';
7 atualizacao da lista tabu;
8 se s.custo > s*.custo entao
9 §* «— s;
10 s*.custo < s.custo;
11 se s*.custo = numeroArestas entao
12 pare;
Saida: s*

O algoritmo recebe como entrada o niimero maximo de itera¢oes (Mazlter), o numero
de arestas (numeroArestas) e a soluc¢o inicial (s). Esta tltima é uma solugio cujos vértices
sao associados observando-se seus graus e é gerada de forma aleatéria. O algoritmo
comega inicializando a melhor solugdo com a solugao inicial (linhas 1 e 2). Em cada
iteragdo geramos a lista de vizinhos da solu¢do atual (linha 4), escolhemos o melhor
vizinho que ndo infrinja a classifica¢do tabu ou que satisfaga o critério de aspiracao (linha
5), atualizamos a solu¢ao atual com o melhor vizinho (linha 6) e atualizamos a lista tabu
(linha 7). Caso a nova solucao seja a melhor encontrada até o momento, atualizamos a
variavel de melhor solucdo (linhas 8 a4 10). O algoritmo para quando o custo da melhor
solugdo encontrada for igual ao nimero de arestas de um dos grafos (linhas 11 a 12) ou

até o algoritmo executar o nimero maximo de iteragoes (linha 3).

O processo de geracao da solugao vizinha é apresentado pelo Algoritmo 6. Utilizamos
a estrutura de vizinhancgas 2-trocas e exploramos a divisao dos vértices de acordo com
seus graus (blocos de vértices) para otimizar a geragao da lista V*, de forma que apenas

as trocas validas serao incluidas.

Os parametros de entrada do algoritmo sao a solugao atual (s), a lista onde sera
armazenado todas as trocas validas na solugao atual (V*), a lista de blocos de vértices
(B) e o nimero de blocos (tamy-). Inicializamos a lista V* vazia (linhas 1 e 2) e inserimos

todas as trocas possiveis entre vértices de mesmo bloco (linhas 3 4 6). O algoritmo retorna
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Algoritmo 6: Geracao da Vizinhaca
Entrada: s, V*, B, tamp

1 V)

2 tamy» < 0;

3 parak=1,... tamp faga

4 para i = B[k|.inicio, ..., B[k].fim — 1 faga

ot

para j =i+ 1,..., Blk|.fim faga
Ve VU (slil, sli):

=]

Saida: V*, tamy~

a lista V* e o tamanho da lista (tamy-).

5.3 Algoritmo Exato

Assim como nos algoritmos GPIGPQA e na Busca Tabu, no algoritmo exato imple-
mentado visualizamos uma solugao para o problema como sendo uma permutacao dos
vértices de um dos grafos, fixados os vértices do outro grafo. Objetivamos encontrar a
solugdo de maior custo, e sempre saberemos o custo da solugdo 6tima (que é nimero de
arestas de um dos grafos). Para esse fim, utilizamos a metodologia de descida em &rvore

para realizacao da busca, e associamos apenas vértices de mesmo grau.

Como vimos no Capitulo 3, a solugao 6tima é composta de associagoes de vértices que
gerem apenas associacoes de arestas de mesmo valor, ou seja, cada aresta de valor 1 de
um grafo deve ser associada a uma tnica aresta de valor 1 do outro grafo, e cada aresta
de valor 0 de um grafo deve ser associada a outra aresta de valor 0 do outro grafo. Assim,
o custo da solucao que possuir essas caracteristicas sera igual ao nimero de arestas de um

dos grafos.

Como a solucao é construida no decorrer da descida na arvore de busca, ou seja, a
cada nivel da 4rvore uma nova associacao de vértices é agregada a solucao, entao a pro-
fundidade méxima da arvore de busca sera igual ao nimero de vértices. A cada passo do
algoritmo, inserimos a solucao em construcao mais uma associacao de vértices e continu-
amos a descida na arvore a partir daquele n6 se essa associacao “levar a solucao 6tima”,
ou seja, quando ela agregar apenas associagoes de arestas de mesmo valor ao grafo resul-

tante. Quando isso nao ocorre, abandonamos a exploracao no ramo da arvore que parte
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daquele n6 e partimos para exploracao dos nos irmaos' ou tios? daquele. Dessa forma,
quando o algoritmo alcancar uma folha na arvore de busca, significara que encontramos

um isomorfismo, e o algoritmo para.

Algoritmo 7: Algoritmo Exato
Entrada: solucao,nBloco,otimo
1 se otimo = 0 entao
2 se o bloco terminou entao
3 se nao € folha entao
4 nBloco < nBloco + 1; /* Passa para o proximo bloco */
5 Chamada recursiva do algoritmo;
6 senao
7 /* A busca chegou em uma folha — foi encontrada uma solugao 6tima */
8 otimo «— 1;
9 Pare;
10 Backtrack na arvore;
11 senao
12 enquanto nao esgotar as tentativas no bloco nBloco faga
13 s «— proxima associacao para o bloco nBloco;
14 se valido(s) entao
15 solucao « s;
16 Chamada recursiva do algoritmo;
17 se otimo = 1 entao
18 t Pare;
19 senao
20 Backtrack na arvore;
21 Backtrack na arvore;
Saida: solucao

O Algoritmo 7 apresenta o pseudo-codigo do processo de busca implementado. Ele
recebe como entrada o vetor para armazenar a soluc¢ao (solucao), o namero do bloco que
estd sendo trabalhado (nBloco) e uma variavel (otimo) para indicar se a solu¢ao 6tima foi
encontrada ou nao. Esta varidvel podera ter dois valores: 1 caso a solucao 6tima tenha

sido encontrada e 0 caso contréario.

Para associar apenas vértices de mesmo grau, utilizamos a estrutura de blocos apresen-

IN6 irmdo é um outro né que advém do mesmo né pai
2N6 tio ¢ um né irmao do né pai
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tada no Capitulo 4 limitando as associacoes possiveis entre os vértices. Implementamos
o algoritmo recursivamente e em cada chamada do algoritmo, caso a solu¢ao 6tima nao
tenha sido encontrada, geramos uma nova associagao de vértices (s) e a inserimos na
solugao se ela for valida (valido(s)), isto &, se a inclusao de s na solugao ira agregar ape-
nas associagoes de arestas de mesmo valor ao subgrafo resultante (linhas 13 a 15). Em
seguida, o algoritmo é chamado recursivamente para a inser¢cao de mais uma associa¢ao

de vértices (linha 16).

Quando a associacao s nao é vélida entao realizamos o backtracking na arvore, isto é,
a descida na arvore para neste no e retornamos para o no6 pai, para continuar a descida
a partir dos nos irmaos (linhas 19 e 20). Se apos explorarmos todos os nos, filhos de um
mesmo no pai, nao conseguirmos descer até um no6 folha, entao é realizado um backtracking

para um nivel acima na arvore (linha 21) e continuamos a descida em algum né tio.

Nas linhas 2 a4 10 do Algoritmo 7 tratamos os casos em que todos os vértices de um
bloco foram inseridos na solucao. Na chamada do algoritmo em que isso ocorre, nao
inserimos uma nova associagao de vértices a solucao, mas realizamos a mudanca de bloco
quando a solugao nao esta completa (isto é, a solugao nao é uma folha da arvore de busca)
e entao realizamos a chamada recursiva do algoritmo para a insercao dos vértices restantes
(linhas 3 4 5). Quando a solugao passada para o algoritmo é completa (isto é, encontramos
um isomorfismo), a variavel otimo recebe o valor 1 para indicar que a solu¢ao 6tima foi

encontrada e o algoritmo para (linhas 6 a 9).

O exemplo abaixo ilustra os passos do algoritmo para determinar a existéncia ou
nao do isomorfismo entre dois grafos, utilizando o algoritmo exato aplicado ao problema

reformulado.

Exemplo: Para explicar os passos do algoritmo vamos utilizar os grafos ilustrados na
Figura 5.1. Os grafos possuem seis vértices e nove arestas cada um. Pelo Teorema 3.1,
sabemos que aplicando a reformulacao do problema a esses dois grafos, o custo da melhor

solucao serd 9, caso eles sejam isomorfos.

Aplicando a transcricao descrita no Capitulo 3, obtemos os grafos G e G, ilustrados
na Figura 5.2. Podemos observar que os vértices podem ser divididos em trés blocos de
acordo com o grau. O primeiro bloco com vértices de grau 2 (A), o segundo com vértices
de grau 3 (B) e o terceiro com vértices de grau 4 (C). Ilustramos cada bloco com uma cor
diferente para facilitar a analise do processo de busca pela solugao aplicando o algoritmo
exato. A Figura 5.2 mostra a estrutura de armazenamento dos vértices utilizado pelo
algoritmo exato. Utilizamos trés vetores, um para armazenar os vértices do grafo Gll,

um para armazenar a solugao do problema (permutacao dos vértices do grafo G;), e um
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G. G:

d C 4 3

Figura 5.1: 2 grafos nao completos com 6 vértices e 9 arestas cada um

terceiro para armazenar os vértices ainda nao inseridos na solucao. Durante a explicacao

do exemplo vamos nos referir a esse terceiro vetor como a lista de vértices candidatos.

G: G:
B vértices do grafo Gj
f 1 a c(6 1 8 B C >
L o o b|f|lale|c|d
e . b 5 1 2 »
P Now ‘ [(a]5[1[3[2]6]
o ° \‘ B C
i c - vértices do grafo G3
d C 4 3

Figura 5.2: Transcricio dos grafos G e Gy para os grafos G e G, e a representacao dos

dados para processamento do algoritmo exato

O algoritmo inicia com o vetor solugao vazio e a cada nivel da arvore inserimos uma
nova associagao de vértices. A Figura 5.3(a) ilustra esse procedimento. A nova associagdo
apenas serd inserida na solucao se ela agregar ao grafo resultante sobreposicoes de arestas
de valores iguais. A viabilidade dos graus dos vértices é garantida pelo fato de associarmos

apenas vértices pertencentes ao mesmo bloco.

Podemos observar que a associagao de vértices (4 —b) e (5 — f) geram a sobreposigao
de duas arestas de valor 0. Entdo essas associagbes sao validas. Na Figura 5.3(b) o
algoritmo tenta inserir a associa¢ao (1 — a) a solugdo, mas esta gera duas sobreposi¢oes
de arestas de valores diferentes, logo a associagao é descartada e a busca a partir daquele
no6 é interrompido. Entao o algoritmo realiza o backtracking na arvore, inserindo o vértice
1 no final do bloco B.

Em seguida, o algoritmo tenta inserir a associa¢ao (3 — a) (Figura 5.4(a)), mas esta
também gera duas sobreposicoes de arestas de valores diferentes. Entao ele realiza back-

tracking na arvore. Como todas as associagoes possiveis no bloco B nao foram validas,
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vt .1+

(b) Primeira associagdo do bloco B invélida (asso-

(a) Descida na arvore de busca
ciagdo (1 — a)), interrup¢do na descida e backtrac-

king para o né pai.

Figura 5.3: Execucao do algoritmo exato

dadas as associacoes do bloco A, entao a busca na arvore a partir do né atual é inter-
rompida e o algoritmo realiza outro backtracking, retornando a exploracdao ao bloco A.
Neste momento, ha apenas uma associagao de vértices possivel de ser realizada (associa-
cao (5 — f)), que acaba de ser desfeita. Portanto, o algoritmo retorna mais um nivel na

arvore, desfazendo a associagdo (4 —b) e inserindo o vértice 4 ao final do bloco A (Figura
5.4(a)).

EEEEE EEEEE

I

als T | T | [als] [ [ I |
[ =mErerel ),
EILaE) -
(a) Descida na arvore, testando a pro- (b) Associacao (3 — a) invalida, inter-

xima, associacao de vértices do bloco B rupc¢ao na descida e backtracking na ar-

(associacao (3 — a)) vore até a raiz.

Figura 5.4: Execucao do algoritmo exato

A busca continua com as associa¢oes (5 — b), (4 — f) e assim por diante, seguindo a
ordem mostrada na Figura 7. Como podemos observar, descendo seis niveis da éarvore,
conseguimos associar os seis vértices do grafo G/2 aos vértices do grafo Gll, encontrando
o isomorfismo em um no6 folha da &rvore. Vale lembrar que a altura maxima da arvore é
igual ao nimero de vértices de um dos grafos e, portanto, sempre que o algoritmo chegar
em um noé folha, podemos concluir que os grafos sao isomorfos. Caso os grafos nao sejam

isomorfos, o algoritmo terminara no noé raiz apos esgotar as possibilidades de associacoes

de vértices do primeiro bloco.
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Figura 5.5: Execucao do algoritmo exato: solugao 6tima

Como foi descrito acima, o backtracking na arvore consiste em passar o tltimo vértice
do vetor de solucao para a lista de vértices candidatos na dltima posicao do bloco ao qual
ele pertence. Dessa forma podemos implementar o algoritmo utilizando apenas os trés
vetores e as matrizes de fluxos e de distancias. Com isso a complexidade de espaco do

algoritmo para tratar grafos de n vértices é ©(n?).

A seguir apresentaremos os resultados computacionais dos algoritmos implementa-
dos e os compararemos com os resultados obtidos da execugao do algoritmo de Ullman

implementado por [Messmer, 1996| e adaptado por [Boeres and Sarmento, 2005].
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Capitulo 6

Resultados Computacionais

Neste capitulo apresentamos os resultados computacionais da aplicagao dos algoritmos
descritos no Capitulo 5 e do algoritmo de Ullmann sobre parte da base de dados da bibli-
oteca VFLib. Utilizamos a linguagem C para implementacao dos algoritmos GPIGPQA,
Busca Tabu e Exato, com a biblioteca time.h para a obtencao dos tempos de execucao. O
compilador utilizado foi o gee, versao 4.1.2. Os testes foram realizados em um processador
AuthenticAMD, AMD Hammer Family processor - Model Unknown, 1600 MHz, com 447
MB de memoria RAM, sistema operacional Linux Ubuntu 7.04 e kernel 2.6.20.

6.1 Base de dados

Para a realizacao dos testes dos algoritmos implementados e a anélise de eficiéncia
da reformulacao, utilizamos parte das instancias da base de dados da biblioteca VFLib.
Esta foi sistematicamente gerada com o objetivo de servir como base de benchmark para
algoritmos que se propoem a resolver o Problema de Isomorfismo de Grafos e suas vari-
agoes (como o problema de isomorfismo de sub-grafos). Esta biblioteca foi desenvolvida
pelo Laboratorio de Sistemas Inteligentes e Visao Artificial (STVALab) da Universidade
de Napoles “Federico 117, Italia.

Essa base de dados é formada por pares de grafos divididos em categorias, totalizando
72.800 pares, dos quais 18.200 sao pares de grafos isomorfos. Cada categoria é composta
por grafos que se diferem na estrutura e no tamanho. Neste trabalho utilizamos a cate-
goria dos grafos conectados aleatoriamente, que possui um total de 3.000 pares de grafos
isomorfos, divididos em trés grupos de 1.000 grafos de densidades n = 0,01, n = 0,05 e

n = 0,1. Em cada grupo temos grafos de tamanhos que variam de 20 vértices até 1000
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vértices, sendo 100 pares de grafos de cada tamanho.

Nos grafos dessa categoria as arestas conectam vértices sem nenhuma regra determi-
nada. E assumido que a probabilidade de uma aresta conectar dois vértices do grafo
¢ independente dos vértices. Para gerar esses grafos foi fixado o valor 1 de probabili-
dade de uma aresta estar presente entre dois vértices distintos i e i’. A distribuicao de

probabilidade é assumida como uniforme.

O parametro 7 significa que, se n é o nimero total de vértices do grafo, o niimero de
suas arestas sera igual a - n - (n — 1). Entretanto, se este niimero nao é suficiente para
obter um grafo conectado (i.e. no minimo n — 1 arestas), mais arestas sao adicionadas de

forma adequada até que o grafo gerado seja conexo.

6.2 Algoritmo exato proposto por Ullmann

Para analisar a eficiéncia da reformulagao, comparamos os resultados obtidos da exe-
cucao do algoritmo exato apresentado na Secao 5.3 aplicado ao problema reformulado
com os resultados do algoritmo exato proposto por [Ullmann, 1976| aplicado a formula-
¢ao original do PIG. Este algoritmo esta presente na biblioteca GUB (Graph matching
toolkit of the University of Berne) implementado por [Messmer, 1996]. Para os testes,
utilizamos uma simplificagdo da biblioteca GUB feita por [Boeres and Sarmento, 2005],
pois a aplicacao existente em GUB possui funcionalidades que vao além da identificacao

de um isomorfismo existente entre dois grafos.

O algoritmo de Ullman realiza uma busca enumerativa no espaco de solugoes, utili-
zando o método de descida em profundidade para a exploracao do espaco de busca. O
algoritmo trabalha com os dois grafos ao mesmo tempo. Para isso, ele define uma ma-
triz de isomorfismo para armazenar os vértices associados no decorrer da busca, além de

utilizar as matrizes de adjacéncias de cada grafo.

A matriz de isomorfismo possui apenas células de valores 1 e 0. A idéia do algoritmo é
definir uma célula com valor 1 por linha, de forma que em cada coluna haja apenas uma
célula com valor 1 ao final do algoritmo. Cada linha da matriz representa uma associagao
de vértices. O algoritmo explora as adjacéncias dos vértices para reduzir o espaco de
busca. A cada nivel da arvore uma linha é definida, e antes de seguir para o proximo
nivel, o algoritmo descarta as associacoes de vértices nao adjacentes aos recém-associados

com outros adjacentes a eles.

O algoritmo abandona a busca em um ramo da arvore quando todas as células de
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alguma linha da matriz de isomorfismo forem zeradas. A altura maxima da arvore de
busca serd igual ao nimero de vértices de um dos grafos. O algoritmo para quando
alcanca uma folha, pois encontrou um isomorfismo entre os grafos, ou quando esgota as

possibilidades de associagoes entre vértices (quando os grafos nao sao isomorfos).

6.3 Resultados obtidos

A seguir apresentaremos os resultados obtidos em cada algoritmo. Na Se¢ao 6.4 anali-
samos as caracteristicas das instancias utilizadas e sua influéncia nos resultados. Na Secao
6.5 comparamos os resultados entre os algoritmos heuristicos. Na Se¢ao 6.6 comparamos

os resultados dos algoritmos exatos.

Da base de dados descrita na Secao 6.1 nomeamos cada grupo de grafos de acordo
com a sua densidade de arestas, ou seja, r001 se refere ao grupo de grafos com densidade
n = 0,01 e assim por diante. Para analisar os resultados obtidos, dividimos cada grupo em
subgrupos de acordo com o nimero de vértices dos grafos. Assim, obtivemos 10 subgrupos
de dados em cada grupo de grafos (20, 40, 60, 80, 100, 200, 400, 600, 800, 1000).

Outro fator importante a ser observado nos algoritmos apresentados no Capitulo 5 é a
forma como tratamos as informagoes dos grafos. Como vimos no Capitulo 4, separamos
os vértices em blocos para otimizar o processo de construcao da solugao e a busca local,
de forma que apenas vértices de mesmo grau sejam associados. O nimero de arestas
dos grafos apenas indica o valor maximo possivel da funcao de custo, nao influenciando

diretamente na busca pela solucao 6tima.

Como os algoritmos GPIGPQA e Busca Tabu possuem fator aleatorio, realizamos

cinco execugoes de cada algoritmo para cada instancia da base de dados.

Os resultados serao apresentados através de graficos. As tabelas com as informacoes

referentes aos graficos sao apresentados no Apéndice A.

6.3.1 Resultados do GPIGPQA

O GPIGPQA requer que alguns parametros sejam definidos. Vimos na Se¢ao 5.1 que
o parametro § limita o intervalo de elementos da LRC possiveis de serem sorteados, e o
parametro « limita o intervalo de elementos da lista de associagoes validas de vértices (L)
gerada na segunda etapa da construcao da solugao inicial. Como a LRC é formada apenas

de associacoes de arestas com valor 1, entao nao h& a necessidade de limitar o intervalo
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de sorteio, logo adotamos 3 = 1. Ja para o parametro «, testamos o desempenho do
algoritmo em uma amostra da base de testes para « valendo 0,2, 0,3, 0,4, 0,5, 0,6 e
0,75. Obtivemos melhores resultados para a = 0,6. Limitamos o ntmero de iteragoes do

algoritmo para 1000 iteragoes.

A seguir apresentamos os resultados computacionais obtidos. Analisamos o nimero
médio de iteragoes, o tempo médio das iteragoes e a qualidade das solucoes das instancias

em que nao obtivemos a solucao 6tima.
e Nimero médio de iteracoes:

Analisamos a média dos nimeros de iteracoes que o algoritmo GPIGPQA precisou
para encontrar a solucao oOtima. Das cinco execucoes realizadas para cada instancia,
extraimos o maior nimero de iteragoes, o menor e o numero médio de iteragoes. Em
seguida tiramos a média de cada um desses conjuntos, para cada subgrupo de instancias.

A Figura 6.1 mostra os graficos obtidos das médias das itera¢oes descritas acima.
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Figura 6.1: GPIGPQA — Gréficos das médias dos ntiimeros de iteragoes
e Tempo médio das iteragoes:

Analisamos a média dos tempos das iteracoes do algoritmo GPIGPQA para a base
de dados utilizada. Assim como fizemos para a anélise da média de iteracoes, extraimos
o maior valor de tempo médio, o menor valor e a média dos tempos médios de iteracoes
das 5 execucoes realizadas para cada instancia. Em seguida tiramos a média de cada

um desses conjuntos, para cada subgrupo de instancias. A Figura 6.2 mostra os graficos
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obtidos das médias dos tempos analisados.
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Figura 6.2: GPIGPQA — Graficos das médias de tempo das iteracoes

e Analise dos resultados:

Observamos que dos trés grupos analisados, obtivemos melhores resultados para os
grafos dos grupos cuja densidade de arestas é maior. Analisamos os tempos necessarios
em cada etapa do processo, e observamos que houve uma melhora consideravel de tempo
na construgao da solugao inicial e na busca local para instancias de maior densidade de

arestas.
e Qualidade das solucoes:

Das 3.000 instancias testadas, nao encontramos a solucao 6tima para trés instancias.
Entao analisamos o custo da melhor solucao obtida e em qual iteracao encontramos esse
resultado. Na Tabela 6.1 sao apresentadas, para cada uma das trés instancias, o nimero
de vértices, o custo 6timo, o custo da melhor solucao obtida, a iteracao onde esta foi

encontrada e sua distancia em rela¢ao ao valor 6timo (em percentual).

Observamos que, além de ter obtido solugoes proximas ao 6timo, o algoritmo GPIGPQA

converge rapidamente para boas solugoes.
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Nuamero de vértices | Custo 6timo | Custo da melhor solucdo | Iteragdo | Dist. do ¢timo (%)
40 41 39 3 4.88
40 41 39 1 4.88
60 69 67 4 2.90

Tabela 6.1: Resultados obtidos das instancias onde o algoritmo GPIGPQA nao alcangou

0 Otimo.
6.3.2 Resultados da Busca Tabu

Como vimos na Secao 5.2 o algoritmo de Busca Tabu aplica uma penalidade ao mo-
vimentos da vizinhanca de uma solucao quando nao temos nenhuma troca que gere uma
melhora em seu custo. Essa penalidade é proporcional a freqiiéncia de ocorréncias de cada
movimento, ou seja, a atratividade do movimento é subtraido do nimero de ocorréncias
multiplicado por um peso. A equagao (6.1) apresenta a formula matematica para o calculo

da atratividade do movimento penalizado.

C;zjovo = Cij - fU (61)

Onde ¢;; é o valor que o movimento agrega ao custo da solugao, v é o peso dado a
freqiiéncia do movimento e f;; é o nimero de ocorréncias da troca entre as células i e j

no decorrer da busca.

Analisamos o desempenho do algoritmo para valores de v iguais a 0,2, 0,3, 0,4, 0,5,
0,6, 0,7, 0,8, 0,9 e 1,0, e encontramos melhores resultados para v = 0,5. Definimos que a
duracao da classificacao tabu é de 4 iteracoes e limitamos o nimero méaximo de iteracoes
do algoritmo para 5000 iteracoes. Executamos o algoritmo para as instancias descritas
na Secao 6.1 cujos tamanhos vao de 20 a 600 vértices, totalizando 2.400 instancias. Para

as instancias de 800 e 1000 vértices nao obtivemos os resultados em tempo viavel.

Assim como fizemos para o algoritmo GPIGPQA, analisamos o desempenho do algo-
ritmo de Busca Tabu quanto ao ntimero médio de iteracoes, ao tempo médio de iteracoes
e a qualidade das solucoes em que nao obtivemos a solucao 6tima. A seguir apresentamos

os resultados computacionais obtidos.
e Nimero médio de iteracoes:

Analisamos a média dos nimeros de iteracoes que o algoritmo de Busca Tabu precisou
para encontrar a solugao 6tima. Repetimos os mesmos procedimentos realizados com os

resultados do algoritmo GPIPQA, das cinco execugoes realizadas para cada instancia,
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extraimos o maior nimero de iteracoes, o menor e o nimero médio de iteracoes. Em
seguida tiramos a média de cada um desses conjuntos, para cada subgrupo de instancias.

A Figura 6.3 mostra os graficos obtidos das médias das iteragdes descritas.
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Figura 6.3: Busca Tabu — Graficos das médias dos niimeros de iteracoes

e Tempo médio das iteragoes:

Analisamos a média dos tempos das iteracoes do algoritmo de Busca Tabu para a base
de dados utilizada. Extraimos o maior valor de tempo médio, o menor valor e a média dos
tempos médios de iteragoes das 5 execugoes realizadas para cada instancia. Em seguida
tiramos a média de cada um desses conjuntos, para cada subgrupo de instancias. A Figura

6.4 mostra os graficos obtidos das médias dos tempos analisados.
e Anilise dos resultados:

Podemos observar que o algoritmo de Busca Tabu teve maior dificuldade para encon-
trar o 6timo nas instancias de menor densidade de arestas. Isso vale tanto para o ntimero

de iteracoes do algoritmo como para o tempo médio gasto por iteragao.

e Qualidade das solucoes:
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Figura 6.4: Busca Tabu — Graficos das médias de tempo das iteracoes

Das 2.400 instancias testadas, o algoritmo de Busca Tabu nao encontrou o isomorfismo
para 233 instancias. Assim como fizemos para o algoritmo GPIGPQA, analisamos a
qualidade das solugoes encontradas com relacao ao valor da melhor solugao obtida e
em qual iteracao ela foi encontrada. Como se tratam de muitas instancias, resolvemos
analisar a média das diferencas entre o custo da solucao 6tima e o custo da solucao obtida
proporcionalmente ao nimero de vértices das instancias. Na Tabela 6.2 apresentamos

essa andalise.

N, | Ni | Medper | Medpifcusto | Medpisiotimo (%)
20 8 3,625 2,625 13,593993
40 | 38 | 5,868421 4,868421 11,547488
60 | 66 | 10,878788 9,878788 14,265398
80 | 71 | 23,366197 | 22,366197 21,964251
100 | 49 | 39,857143 | 38,857143 27,613092
200 | 1 299 298 67,135262

Tabela 6.2: Resultados obtidos das instancias onde o algoritmo de Busca Tabu nao al-

cancou o 6timo.

A primeira coluna (JV,) indica o ntmero de vértices das instancias, a segunda coluna
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(N;) indica o nimero de instancias para as quais o algoritmo nao encontrou o isomorfismo.
A coluna Medjs, mostra a média do nimero de iteracoes que o algoritmo precisou para
chegar aos resultados obtidos. A coluna seguinte (Medp;fcusto) apresenta a média das
diferencas de custo entre a solucao 6tima e a solucao encontrada pelo algoritmo, e a coluna

Medp;stotime mostra o valor percentual das distancias apresentadas em M edp;fcusto-

Observamos que o algoritmo de Busca Tabu nao encontrou isomorfismo para 9,7%
das instancias testadas. Vimos pelas andlises apresentadas que, para estas instancias,
as melhores solucoes encontradas se distanciam do 6timo de aproximadamente 19,18%
(média ponderada dos valores de Medp;siotimo) € 0 algoritmo converge rapidamente para
esses valores (observando-se a coluna Medp,,). Em comparagao ao algoritmo GPIGPQA a
Busca Tabu nao apresentou bom desempenho, tanto pela qualidade dos resultados quanto

pelo tempo de execucao do algoritmo.

6.3.3 Resultados do Algoritmo Exato aplicado & Reformulacao

Dos trés grupos de instancias apresentados na Se¢ao 6.1, nao obtivemos resultados em
tempo computacional viavel para as instancias do grupo r001. Entao analisamos apenas
os resultados obtidos da execucao do algoritmo para as instancias dos grupos r005 e r01

(totalizando 2.000 instancias), que sao apresentados na Figura 6.5.
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Figura 6.5: Grafico das médias de tempo do Algoritmo Exato

Observamos que, assim como para as meta-heuristicas, o Algoritmo Exato obteve
tempos melhores para as instancias de maior densidade de arestas e encontrou maior
dificuldade para encontrar a solucao 6tima para instancias com um nimero de vértices
considerado pequeno, obtendo melhores tempos para as instancias com maior nimero de
vértices. Na Secao 6.4 analisaremos com mais detalhes as caracteristicas das instancias e

0s motivos que levaram a esses resultados.
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6.3.4 Resultados do Algoritmo de Ullmann

Executamos o Algoritmo de Ullmann para instancias dos grupos r001, r005 e r01,
com tamanhos que variam entre 20 até 400 vértices. Para as instancias com 600, 800 e
1000 vértices tivemos problemas com a adaptacao do algoritmo e também com relagao a

memoria. A Figura 6.6 apresenta os resultados obtidos.
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Figura 6.6: Grafico das médias de tempo do Algoritmo de Ullmann

Observamos que o Algoritmo de Ullmann apresentou melhor desempenho para ins-
tancias do grupo r001 com 40 & 200 vértices, mas aparentemente nao mostrou o mesmo
desempenho para dois subgrupos de instancias (20 e 400 vértices). Observamos que a
forma de exploracao do espaco de busca pode influenciar o comportamento diferenciado
do algoritmo, pois nesses dois casos observamos que para algumas instancias o algoritmo

demandou um elevado tempo de execucao.

6.4 Analise das caracteristicas das instancias

Como vimos na segao anterior, obtivemos uma diferenca notavel de desempenho dos
algoritmos apresentados no Capitulo 5 com relacao a densidade das arestas dos grafos.
Também vimos que os algoritmos tiveram mais dificuldade de encontrar o 6timo para as
instancias do grupo r001 com tamanhos entre 40 e 200 vértices. Entao resolvemos analisar

as caracteristicas das instancias entre os grupos e das instancias entre si do grupo r001.

No Capitulo 4 estudamos a influéncia da qualidade da divisao dos vértices em blocos.
Vimos que quanto mais homogéneo for a distribuicao dos vértices nos blocos, menor
é o espaco de solucoes vidveis para o problema. Mas além disso, se os blocos forem

homogéneos, entao também teremos uma redugao no tamanho do espaco de busca com
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o aumento do numero de blocos. Vale ressaltar que essas caracteristicas dependem das

instancias do problema.
e Quanto a variacao da densidade das arestas:

Para estudar as caracteristicas dos blocos entre as instancias dos grupos r001, r005 e
r01, analisamos a média do nimero de blocos das instancias, estas separadas de acordo

com seus tamanhos. A Tabela 6.4 mostra os valores encontrados.

r001 | 1005 | 101
20 | 4,43 | 5,39 | 6,65
40 | 5,69 | 8,14 | 10,35
60 | 6,55 | 10,59 | 13,51
80 | 7,05 | 12,73 | 16,06
100 | 7,87 | 14,33 | 18,35
200 | 10,9 | 21,62 | 27,32
400 | 16,51 | 32,82 | 41,42
600 | 21,06 | 40,94 | 52,08
800 | 24,71 | 47.74 | 61,63
1000 | 27,76 | 54,61 | 69,5

Tabela 6.3: Médias do niimero de blocos em cada conjunto de instancias.

Observamos que quanto maior a densidade de arestas, maior é a média do niimero
de blocos. Mas apenas essa caracteristica nao é suficiente para podermos chegar a uma
conclusao, entao resolvemos analisar a distribuicao dos vértices nos blocos. Observamos
que as distribuicoes possuem uma forma semelhante quando analisamos instancias de
mesmo nimero de vértices mas de grupos diferentes. A Figura 6.4 mostra um exemplo

das instancias que analisamos.

Apos a andlise podemos ver que nao temos uma distribuicdo homogénea dos vértices
nos blocos, mas que quanto maior o nimero de blocos, menos vértices temos por bloco.
Fator que contribuiu para a diminui¢do do espago de busca (Corolario 4.2) e que justifica
uma maior facilidade para encontrar o isomorfismo nas instancias de maior densidade de

arestas.
e Quanto a distribuicao dos vértices nos blocos:

Como observamos os algoritmos apresentados no Capitulo 5 tiveram maior dificuldade
para encontrar o isomorfismo para instancias com 40 a 200 vértices. Entao estudaremos

agora as caracteristicas dessas instancias que levaram a esses resultados. A Tabela 6.4
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Figura 6.7: Distribuicao dos vértices nos blocos para instancias de 60 vértices dos grupos
r001, r005 e rO1.

mostra os coeficientes de distancias médias entre os blocos, proporcionais ao nimero de
vértices das instancias. A primeira coluna da tabela indica o nimero de vértices dos grafos.
As trés colunas seguintes (r001, r005 e r01) apresentam os coeficientes de distancia média

dos grupos de instancias indicados na primeira linha de cada coluna.

Para calcular esse coeficiente, calculamos a média dos desvios padrdes! entre os blocos
de uma instancia. O desvio padrao (dv) é calculado da seguinte forma: seja e; = o
nimero esperado de vértices em um bloco de uma instancia j, onde n, é o ntmero de
vértices e n, é o nimero de blocos, e seja b; o nimero de vértices do bloco 7. O desvio

padrao das distancias entre os blocos de uma instancia j pode ser dado pela equagao (6.2).

b, — \/zm:—ej)% 62)

O coeficiente de distancia média entre os blocos de um conjunto de instancias (cgs) €

calculado através da equacao (6.3)

AVmedia * 100
iy = et (6.3)

Ty

onde dvp,eqia € @ média dos desvios padroes das instancias de um mesmo conjunto.

Podemos observar que os grupos de instancias r001, r005 e r01 possuem um mesmo
comportamento quanto a distribuicao de vértices nos blocos. As instancias possuem uma
distribuicao menos homogénea quando temos um menor nimero de vértices. Mas podemos
notar que a falta de homogeneidade ¢ mais marcante nos conjuntos de instancias do grupo
r001, o que justifica a notavel dificuldade dos algoritmos para tratar instancias desse grupo.

Com a andlise da média do nimero de blocos em cada grupo feita anteriormente, podemos

formula de desvio padrao pesquisada de [Morettin, 1999]
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r001 r005 r01
20 ] 16.501625 | 10.40218 | 9.459655
40 | 15.000673 | 7.643865 | 6.272713
60 | 13.013323 | 6.44427 | 5.00947
80 | 11.211293 | 5.476966 | 4.30906
100 | 10.074744 | 4.957157 | 3.835184
200 | 6.927215 | 3.454112 | 2.640045
400 | 5.054707 | 2.419322 | 1.843277
600 | 4.153167 | 1.971817 | 1.497952
800 | 3.595204 | 1.710097 | 1.309857
1000 | 3.228591 | 1.526805 | 1.156056

Tabela 6.4: Coeficientes de distancias entre os blocos de vértices.

observar que a quantidade de blocos das instancias teve grande influéncia na distribuicao

dos vértices nos blocos.

6.5 Comparacao entre as meta-heuristicas

Na Secao 6.3 apresentamos os resultados computacionais das meta-heuristicas isola-
damente. Agora, apresentamos a comparacao de desempenho entre elas. A Figura 6.8

apresenta os graficos comparativos entre os dois algoritmos.

Os graficos mostram as médias dos tempos totais de execucao de cada algoritmo em
cada grupo de instancias. Comparamos o desempenho entre os algoritmos para cada um

dos 10 subgrupos.

Podemos observar que para os subgrupos de instancias com 40 ou mais vértices o
GPIGPQA obteve melhores resultados. Como foi mencionado, no caso do algoritmo de
Busca Tabu, realizamos testes para os subgrupos de instancias com até 600 vértices, mas
foi possivel observar pelo tempo de execucao de algumas instancias dos subgrupos de 800

e 1000 vétices, que o desempenho do algoritmo de Busca Tabu foi pior que o desempenho
do algoritmo GPIGPQA.
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Figura 6.8: Graficos das médias de tempo de execugao dos algoritmos GPIGPQA (r001,
r005, r01 e n = 20 a 1000) e Busca Tabu (r001, r005, r01 e n = 20 a 600)

6.6 Comparacao entre os algoritmos exatos

Também apresentamos na Secao 6.3 os resultados do Algoritmo Exato e de Ullmann
separadamente. Agora compararemos o desempenho entre os algoritmos e analisaremos
os casos onde é mais vantajoso utilizar a reformulacao do PIG ao invés da formulacao
tradicional. A Figura 6.9 mostra os graficos comparativos com as médias dos tempos de
execucao dos algoritmos para cada grupo de instancias. Estes sao divididos em subgrupos,
como foi explicado na Se¢ao 6.3. Como foi mencionado na Secao 6.3, nao conseguimos
executar o Algoritmo de Ullmann para as instancias com 600 vértices ou mais. Entao

realizamos a comparacao de desempenho com os dados obtidos.

Podemos observar que para as instancias do grupo r005 o Algoritmo Exato obteve
melhores resultados para instancias de 400 vértices. Mas pela ordem de crescimento do
gréafico do Algoritmo de Ullmann e pelo fato de o Algoritmo Exato ter obtido uma média
de tempo total de execucao inferior a 0,5 segundo para as instancias de 600, 800 e 1000
vértices, imaginamos que o primeiro obteria resultados piores que o Algoritmo Exato para

essas instancias.

J& para as instancias do grupo r01, observamos que o algoritmo exato obteve melhores
tempos de execucgao para instancias com 40 ou mais vértices. Pela anélise das caracteristi-
cas das instancias, realizada na Secao 6.4, observamos que os subgrupos de instancias com

maior nimero de vértices possuem uma melhor distribuicao dos vértices entre os blocos,
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Figura 6.9: Gréaficos comparativos de desempenho entre o Algoritmo Exato (r005, r01 e
n = 20,...,1000) e o Algoritmo de Ullman (r001, r005, r01 e n = 20, ...,400)

o que favoreceu a exploracao da caracteristica dos graus dos vértices e resultou no melhor

desempenho do Algoritmo Exato para esses casos.

6.7 Comparacao geral dos algoritmos

Agora faremos uma anélise comparativa dos desempenhos de todos os algoritmos apre-
sentados neste trabalho. A Figura 6.10 apresenta os graficos com as médias de tempos
totais de execucao dos algoritmos GPIGPQA, Busca Tabu, Ullmann e Exato. Lembrando
que o algoritmo de Busca Tabu foi executado para as instancias dos grupos r001, r005
e 101 com tamanhos de 20 a 600 vértices, o algoritmo Exato nao foi executado para as
instancias do grupo r001 e o algoritmo de Ullmann foi executado para as instancias dos

grupos r001, r005 e r01 com tamanhos de 20 a 400 vértices.

Com as anélises realizadas sobre as caracteristicas das instancias e a influéncia dos
graus dos vértices na dificuldade dos algoritmos apresentados no Capitulo 5 para en-
contrar o isomorfismo, observamos que os algoritmos GPIGPQA, Busca Tabu e Exato
nao obtiveram bons tempos de execucao quando as instancias possuem uma certa regu-
laridade, ou seja, de acordo com a caracteristica do isomorfismo explorada (graus dos
vértices), quando os grafos possuem muitos vértices de mesmo grau. Porém, observamos
que para os grafos gerados aleatoriamente, encontramos pouca regularidade com relagao
aos graus dos vértices para instancias grandes, o que torna vantajoso a exploracao dessa

caracteristica.

Observamos ainda que os algoritmos GPIGPQA e Busca Tabu obtiveram pior desem-

penho que os dois algoritmos exatos apresentados. Isso se deve ao fato de que em cada
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Figura 6.10: Graficos comparativos de desempenho de todos os algoritmos (GPIGPQA
— 1001, r005, r01 e n = 20,...,1000; Busca Tabu — r001, r005, r01 e n = 20,...,600;
Algoritmo de Ullmann — r001, r005, rO1 e n = 20, ...,400; Algoritmo Exato — r005, r01 e

n=20,...,1000)

iteracao dessas meta-heuristicas geramos a lista de todos os vizinhos da solucao corrente

antes de realizar a escolha de um vizinho entre os melhores da vizinhanca, e a geracao

dessa lista demanda muito tempo computacional.
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Capitulo 7

Conclusao e trabalhos futuros

Neste trabalho apresentamos uma reformulacao para o Problema de Isomorfismo de
Grafos como um Problema Quadratico de Alocacao e analisamos a aplicacao das caracte-
risticas do problema original no problema reformulado. Dentre as caracteristicas destaca-
mos a associacao de vértices de mesmo grau para geracao de solugoes viaveis. Estudamos

a influéncia dessa caracteristica no tamanho do espaco de busca.

Validamos matematicamente a reformulacao apresentada e implementamos trés algo-
ritmos para resolver o problema reformulado. Desses algoritmos dois sao baseados em
meta-heuristicas (GRASP e Busca Tabu) e o outro trata-se de um algoritmo exato base-
ado na técnica de descida em arvore. Além dos algoritmos implementados, utilizamos a
versao do algoritmo de Ullmann apresentado no trabalho de [Boeres and Sarmento, 2005]
para uma analise comparativa da eficiéncia da reformulacao do PIG com a formulagao
tradicional do problema. Aplicamos esses algoritmos a um subconjunto da base de dados
obtida da biblioteca VFLib.

A partir dos resultados obtidos, observamos que a densidade das arestas nao influencia
diretamente na eficiéncia dos algoritmos aplicados a reformulacao, pois no processo de
busca desses algoritmos focamos a atengao sobre as associacoes entre os vértices, e o
nimero de arestas é utilizado apenas para a obtencao do custo da solucao 6tima. Porém,
a densidade de arestas esté ligada aos tamanhos dos blocos de vértices, e isto influencia

no tamanho do espaco de busca do problema reformulado.

Observamos que, para os algoritmos apresentados no Capitulo 5, o fator que dificultou
a busca foi o tamanho do espaco de solucoes. Em uma andlise geral, para as instancias
cuja distribuicao de vértices nos blocos foi pouco homogénea e os tamanhos dos blocos

foram “grandes” com relacao ao nimero total de vértices, os algoritmos nao encontraram
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o0 0timo em muitos casos.

Analisamos as divisdes dos vértices nos grupos de grafos e observamos que os grafos
de menor densidade de arestas possuem um menor nimero de blocos e uma distribuicao
menos homogénea dos vértices nos blocos. Enquanto os grafos com maior densidade de
arestas possuem um nimero maior de blocos e uma quantidade reduzida de vértices por

bloco.

No algoritmo GPIGPQA o tamanho dos blocos teve uma grande influéncia tanto no
processo de geracao da solugao inicial como no processo de busca local, pois quando
temos pequenos blocos de vértices, temos um ntmero reduzido de associacoes vélidas
entre os vértices. Isso diminuiu o nimero de trocas realizadas no processo de busca local
e o tamanho das listas de associa¢oes de vértices (L, citado na Se¢dao 5.1). Além da
influéncia no tempo de processamento, o tamanho dos blocos de vértices influenciam na
complexidade da busca pela solugao, pois quanto maior é o tamanho dos blocos, maior
serd, o espaco de solucoes viaveis do problema, influenciando assim no nimero de execucoes

do algoritmo.

Nos algoritmos de Busca Tabu e Exato observamos que a dificuldade de encontrar
o 6timo foi causado pelo aumento do espaco de busca. Para o primeiro algoritmo, isso

influencia tanto no tempo médio das iteragoes como no niimero de iteracoes necessarias.

Comparamos os desempenhos dos algoritmos entre si, e vimos que entre os algoritmos
GPIGPQA e o de Busca Tabu, o primeiro mostrou melhores resultados, tanto com relacao
ao tempo de execucao como a qualidade das solucoes encontradas. Entre os algoritmos
Exato e Ullmann, vimos que para instancias com maior densidade de arestas, o primeiro
apresentou melhor desempenho que o segundo, mas nao conseguiu processar as instancias
com menor densidade de arestas em tempo computacional viavel. Realizamos uma analise
geral dos algoritmos e vimos que os algoritmos implementados nao obtiveram bons tempos
de execugao quando as instancias possuem uma certa regularidade com relacao aos graus
dos vértices. Observamos também que os algoritmos GPIGPQA e Busca Tabu obtiveram
um desempenho pior que os algoritmos exatos, e concluimos que esse comportamento se
deve a forma de exploragao da vizinhanca da solucao corrente e & estrutura de vizinhanca
adotada.

Com os conhecimentos obtidos, podemos decidir qual formulacao do problema devemos
adotar para a resolucao do PIG, de acordo com as caracteristicas dos grafos com relagao
aos graus dos vértices. Concluimos que a reformulacao é vantajosa quando tratamos de

grafos com uma grande diversidade de graus de vértices.
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Para trabalhos futuros, pretendemos estudar uma outra caracteristica dos grafos para
resolucao do PIG, que é a adjacéncia entre os vértices. Unindo a exploragao dessa caracte-
ristica com a estudada neste trabalho, esperamos melhorar o desempenho da reformulacao
para grafos com pouca densidade de arestas, mantendo o bom desempenho apresentado
para grafos com alta densidade de arestas. Além disso, pretendemos estudar uma outra

estrutura de vizinhanca para as meta-heuristicas implementadas.

Quanto aos resultados dos algoritmos, pretendemos executar o algoritmo de Busca
Tabu para as instancias de tamanhos 800 e 100 vértices, e ajustar o algoritmo de Ullman

para realizagao dos testes para instancias com mais de 400 vértices.

Neste trabalho analisamos o desempenho da reformulacao para grafos gerados aleato-
riamente, mas além desse grupo de grafos, pretendemos continuar a analise para grafos

regulares e buscar mais caracteristicas além daquelas ja citadas.
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Apéndice A

Tabelas dos resultados computacionais

A.1 Algoritmo GPIGPQA

Nuamero médio de iteragoes:

Maximos | 20 40 60 80 100 | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000
r001 3.35|25.21 | 19.21 | 19.16 | 11.22 | 2.16 | 1.07 | 1 1 1
r005 1.83 | 1.18 | 1.03 | 1.01 | 1.02 1 1 1 1 1
r01 1.26 | 1.01 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela A.1: GPIGPQA: médias dos niimeros maximos de iteragoes.
Minimos | 20 40 60 80 | 100 | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000
r001 3.18 | 23.11 | 13.25 | 2.48 | 2.03 | 1 1 1 1 1
r005 1.78 | 1.18 | 1.03 | 1.01 | 1 1 1 1 1 1
r01 1.25 | 1.01 1 1 1 1 1 1 1 1
Tabela A.2: GPIGPQA: médias dos niimeros minimos de iteracoes.
Médias | 20 40 60 80 100 | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000

r001 | 3.264 | 23.924 | 15.566 | 8.068 | 5.342 | 1.36 | 1.014 | 1 1 1

r005 | 1.808 | 1.18 1.03 | 1.01 | 1.004 | 1 1 1 1 1

r01 1.254 | 1.01 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabela A.3: GPIGPQA: médias dos ntimeros de iteragoes.

Tempo médio de iteragoes:
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Méximos r001 r005 r01
20 0.002304 0.002184 0.002800
40 0.012256 0.009027 0.006160
60 0.050160 0.030342 0.020081
80 0.129437 0.065244 0.046163
100 0.275394 0.127528 0.089246
200 5.337088 1.781991 1.142671
400 67.380031 | 15.945637 | 10.032107
600 206.507386 | 60.386294 | 39.439145
800 449.123668 | 157.407197 | 94.089720
1000 914.430108 | 313.749368 | 197.169362

Tabela A.4: GPIGPQA: médias dos tempos maximos de iteracoes.

Minimos r001 r005 r01
20 0.000283 0.000183 | 0.000020
40 0.010542 0.006087 | 0.003720
60 0.042119 0.024862 | 0.016561
80 0.099842 0.052823 | 0.039322
100 0.189156 0.093086 | 0.071524
200 1.490063 0.604518 | 0.476150
400 14.340456 | 5.545227 | 4.231425
600 51.992569 | 21.279290 | 15.787947
800 120.089625 | 54.899791 | 41.566678
1000 243.741273 | 113.194914 | 87.196889

Tabela A.5: GPIGPQA: médias dos tempos minimos de iteragoes.
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Médias r001 r005 r01
20 0.000973 0.000773 0.000671
40 0.011428 0.007327 0.004976
60 0.045668 0.027230 0.018337
80 0.113563 0.058991 0.042451
100 0.229314 0.107151 0.080165
200 3.069109 1.047873 0.741110
400 35.794721 9.389499 6.597180
600 112.844556 | 36.204871 | 25.052486
800 243.964583 | 96.014609 | 62.923908
1000 | 482.620938 | 189.265468 | 129.857852

Tabela A.6: GPIGPQA: médias dos tempos médios de iteragoes.

A.2 Algoritmo de Busca Tabu

Nuamero médio de iteragoes:

maximos 20 40 60 80 100 200 400 600
r001 1160.15 | 3560.56 | 4851.75 | 4950.69 | 5000 | 3519.26 | 451.29 | 688.96
r005 160.18 | 24.57 39.29 55.13 | 72.27 | 157.77 | 325.9 | 499.27
r01 9.56 21.08 33.94 48.62 | 63.86 | 143.63 | 304.02 | 471.94

Tabela A.7: Busca Tabu: médias dos ntimeros méximos de iteragoes.

minimos 20 40 60 80 100 200 400 600
r001 411.86 | 1921.93 | 3321.29 | 3575.74 | 2502.4 | 240.72 | 368.75 | 556.74
r005 10.54 | 24.17 38.47 51.77 | 65.93 | 141.19 | 305.74 | 476.49

r01 9.52 20.92 33.3 46.62 | 59.48 | 130.97 | 287.22 | 452.72
Tabela A.8: Busca Tabu: médias dos ntimeros minimos de iteracoes.
médias 20 40 60 80 100 200 400 600
r001 | 701.25 | 2726.41 | 4012.65 | 4508.68 | 4187.32 | 1434.61 | 405.66 | 604.58
r005 50.45 | 24.41 38.84 53.32 68.92 | 148.61 | 315.68 | 487.59
r01 9.54 21.01 33.64 47.67 61.49 | 137.15 | 295.53 | 462.07

Tabela A.9: Busca Tabu: médias dos numeros de iteracoes.
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Tempo médio de iteragoes:

Méximos r001 r005 r01
20 0.000257 | 0.000337 | 0.000262
40 0.001089 | 0.000557 | 0.000452
60 0.003126 | 0.001426 | 0.001087
80 0.006345 | 0.002779 | 0.002155
100 0.010977 | 0.004881 | 0.003694
200 0.059051 | 0.027144 | 0.020511
400 0.346072 | 0.15358 | 0.115767
600 1.018244 | 0.432982 | 0.322721

Tabela A.10: Busca Tabu: médias dos tempos méximos de iteragoes.

Minimos r001 r005 r01
20 0.000062 | 0.000005 | 0.000004
40 0.001014 | 0.000445 | 0.000321
60 0.003009 | 0.001346 | 0.000995
80 0.006144 | 0.002719 | 0.002087
100 0.010509 | 0.004816 | 0.003621
200 0.05674 | 0.026972 | 0.020377
400 0.340695 | 0.152587 | 0.115141
600 0.998317 | 0.428962 | 0.32073

Tabela A.11: Busca Tabu: médias dos tempos minimos de iteracoes.

Médias r001 r005 r01
20 0.000149 | 0.000096 | 0.00007
40 0.001054 | 0.000505 | 0.000394
60 0.003066 | 0.001382 | 0.001043
80 0.006261 | 0.00275 | 0.002122
100 0.010795 | 0.004846 | 0.003654
200 0.057654 | 0.027046 | 0.020435
400 0.343168 | 0.15301 | 0.115416
600 1.008171 | 0.430497 | 0.321621
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A.3 Algoritmo Exato

r005 r01
20 0.175891 0.00096
40 | 179.998129 | 0.00356
60 | 84.199862 0.0024
80 | 127.725382 | 0.00648
100 | 36.610208 | 0.00236
200 | 3.973808 | 0.007081
400 | 0.615638 | 0.034082
600 | 0.137209 | 0.088806
800 | 0.237535 | 0.177131
1000 | 0.380784 | 0.301379

Tabela A.13: Algoritmo Exato: médias dos tempos de execucao.

A.4 Algoritmo de Ullmann

r001 r005 r01

20 0.00104 0.001 0.0006

40 0.00616 0.00664 0.00716
60 0.021641 0.021241 | 0.026481
80 0.048123 0.049643 | 0.055323
100 | 0.096166 0.111367 | 0.109687
200 | 0.834412 1.12643 | 1.646983
400 | 244.750696 | 23.775286 | 39.20149

Tabela A.14:

Algoritmo Ullmann: médias dos tempos de execugao
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A.5 Comparacao entre os algoritmos

A.5.1 GPIGPQA x Busca Tabu

r001 | GPIGPQA Tabu

20 2.55288 0.128280

40 2.903051 3.063079

60 0.755071 12.531015
80 1.024936 | 28.501773
100 | 1.406376 | 45.825176
200 | 4.194406 | 85.625423
400 | 36.666755 | 139.384367
600 | 210.365986 | 610.650307
800 | 247.789182

1000 | 490.050202

Tabela A.15: Comparagoes: GPIGPQA X Busca Tabu (r001).

r005 | GPIGPQA Tabu
20 0.001656 0.005112
40 0.009944 0.012560
60 0.032874 0.054243
80 0.072628 0.147201
100 | 0.134536 0.334685
200 1.273208 4.023876
400 | 11.330972 | 48.314699
600 | 42.890464 | 209.949073
800 | 112.026473
1000 | 221.301807

Tabela A.16: Comparagoes: GPIGPQA X Busca Tabu (r005).
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r01 | GPIGPQA Tabu

20 0.001144 0.000800

40 0.007728 0.008432

60 0.027761 0.035466

80 0.065068 0.101646

100 0.124256 0.225182

200 | 1.130367 2.805511

400 9.921188 34.119164
600 | 36.508297 | 148.631345
800 | 89.879033
1000 | 183.730914

Tabela A.17: Comparagoes: GPIGPQA X Busca Tabu (r01).

A.5.2 Algoritmo Exato x Algoritmo de Ullmann

r005 | Ullmann | Alg. Exato
20 0.001 0.175891
40 0.00664 | 179.998129
60 0.021241 | 84.199862
80 | 0.049643 | 127.725382
100 | 0.111367 | 36.610208
200 | 1.12643 3.973808
400 | 23.775286 | 0.615638

600 0.137209
800 0.237535
1000 0.380784

Tabela A.18: Comparagoes: Ullmann X Alg. Exato (r005).

66



r01 | Ullmann | Alg. Exato
20 0.0006 0.00096
40 | 0.00716 0.00356
60 | 0.026481 0.0024
80 | 0.055323 | 0.00648
100 | 0.109687 | 0.00236
200 | 1.646983 | 0.007081
400 | 39.20149 | 0.034082

600 0.088806
800 0.177131
1000 0.301379

Tabela A.19: Comparagoes: Ullmann X Alg. Exato (r01).

A.5.3 Comparacao entre todos os algoritmos

r001 | GPIGPQA Tabu Ullmann | Exato
20 2.55288 0.128280 0.00104
40 2.903051 3.063079 0.00616
60 0.755071 12.531015 | 0.021641
80 1.024936 | 28.501773 | 0.048123
100 1.406376 | 45.825176 | 0.096166
200 4.194406 85.625423 0.834412
400 | 36.666755 | 139.384367 | 244.750696
600 | 210.365986 | 610.650307
800 | 247.789182
1000 | 490.050202

Tabela A.20: Comparagoes: desempenhos de todos os algoritmos (r001).
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r005 | GPIGPQA Tabu Ullmann Exato
20 0.001656 0.005112 0.001 0.175891
40 0.009944 0.012560 0.00664 | 179.998129
60 0.032874 0.054243 | 0.021241 | 84.199862
80 0.072628 0.147201 | 0.049643 | 127.725382
100 | 0.134536 0.334685 | 0.111367 | 36.610208
200 1.273208 4.023876 1.12643 3.973808
400 | 11.330972 | 48.314699 | 23.775286 | 0.615638
600 | 42.890464 | 209.949073 0.137209
800 | 112.026473 0.237535
1000 | 221.301807 0.380784

Tabela A.21: Comparagoes: desempenhos de todos os algoritmos (r005).

r01 | GPIGPQA Tabu Ullmann | Exato
20 0.001144 0.000800 0.0006 | 0.00096
40 0.007728 0.008432 | 0.00716 | 0.00356
60 0.027761 0.035466 | 0.026481 | 0.0024
80 0.065068 0.101646 | 0.055323 | 0.00648
100 | 0.124256 0.225182 | 0.109687 | 0.00236
200 | 1.130367 2.805511 | 1.646983 | 0.007081
400 | 9.921188 | 34.119164 | 39.20149 | 0.034082
600 | 36.508297 | 148.631345 0.088806
800 | 89.879033 0.177131
1000 | 183.730914 0.301379

Tabela A.22: Comparagoes: desempenhos de todos os algoritmos (r01).
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