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O objetivo deste trabalho ¢ implementar um cddigo de elementos finitos para problemas
bidimensionais por elementos triangulares lineares. O problema de valor no contorno
(PVC) bidimensional pode ser definido por:

Dado o tensor k, o vetor 3 e a constante positiva o, encontrar u(x,y) tal que

—V.(kVu) + BVu+ou = fem €8 (1)
u = gemlI, (2)

—kVun = gemT, (3)

—kVun = h(u—t.s) em Iy (4)

Considere o dominio  um retangulo em 2. A matriz k uma matriz diagonal constante
em todo o dominio e o vetor 8 = (B.(z,y), B,(z,y))". O primeiro termo da Eq. (1) é
denominado termo difusivo, o segundo termo advectivo e o ultimo termo reativo.
Quando |k|| é muito menor que ||3]| o fendmeno fisico é dito ser de advecgao domi-
nante, ou seja, a solucao da equacao apresenta gradiente elevado em partes do dominio.
Neste caso as estratégias usuais de solucao pelos métodos numéricos apresentam instabil-
idades numéricas indesejaveis, sendo necessario utilizar estratégias de estabilizacao.
Implemente a formulagao de Galerkin e a formulacao estabilizada SUPG (Streamline
Upwind Petrov Galerkin)' para os experimentos descritos na préxima segao. Utilize o

parametro de estabilizacao definido por:

ah
T=— (5)
2|18
onde:
h = VA parametro de malha (6)
P
a = mz’n(?e,l) (7)
Pe = LS Ntumero de Peclet (8)
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'Brooks, A.N., Hughes, T.J.R.: Streamline upwind Petrov-Galerkin formulations for convection domi-
nated flows with particular emphasis on the incompressible Navier-Stokes equations. Computer Methods
in Applied Mechanics and Engineering 32, 199-259 (1982)



A formulacao estabilizada SUPG deve ser utilizada nos experimentos que apresentem
oscilagoes espurias para malhas relativamente grossas. O cdédigo deve ter uma estrutura
modularizada levando em consideracao os trés grandes modulos:

e Pré-processamento: leitura dos dados, definicao dos parametros do problema e
das estruturas de dados a serem utilizadas. Neste modulo deve ser previsto:

— Leitura dos parametros de entrada: nimero de nds (nnos), nimero de elemen-
tos (nel), constantes fisicas (ks, ky, Bz, By, 0, f, g, h), dados para montagem
da malha, dados para o método de solucao do sistema linear, etc ...

— Geracao da malha utilizando o Gerador de malha EasyMesh?.

— Montagem das conectividades dos elementos.

— Leitura das condigoes de contorno de valor prescrito.

— Definigao dos nds prescritos e nds incognitas (calculo no nimero de incognitas
Neq).

e Processamento: montagem e solugao do sistema linear resultante:

— Montagem da matriz do elemento e do vetor dos termos independentes em cada
elemento da malha. Para tal observar que para o elemento triangular linear
nao ha necessidade de calculo de integrais aproximadas.

— Montagem da matriz Global ou armazenamento das matrizes locais do elemento
para a estrutura elemento-por-elemento.

— Montagem do vetor global dos termos independentes incluindo o tratamento
das condigoes de valor prescritos e fluxos conhecidos.

— Calcular a solugao do sistema linear resultante.

e Poés-processamento: recuperar os valores nodais para plotar grafico da solugao
utilizando o visualizador Paraview® ou GnuPlot*.

Experimentos Sugeridos

Para todos os problemas a seguir, varie o tamanho e o tipo de malha para realizar seus
testes. Considere pelo menos dois tamanhos de malha (Grossa — = 400 elementos — e Fina
— 72 2000 elementos)

2Bojan, EasyMesh - A two-dimensional quality Mesh Generation
30pen Source Scientific Visualization, www.paraview.org
4Portable command-line driven graphing utility, www.gnuplot.info



Problema com solucao conhecida

Considere a equacao de Laplace no interior do quadrado de dimensoes (—1,1) x (—1,1)
satisfazendo as condigoes de contorno:

uzy) = a?—1, -1<z<1ly=-ley=1
u(z,y) = 1—y* -1<y<1l az=-lex=1

Para a equacgao de Laplace tem-se k =1, 3=0,0 =0e f = 0. A solugao exata é dada
por u(z,y) = * — y?. Trage o grafico da solugio aproximada utilizando gnuplot, octave
ou paraview.

Problema Difusivo-advectivo 1

A equacao de difusao-advecgao bidimensional é um dos modelos mais usados para avaliar
diversas estratégias numéricas. k é um tensor matricial e 8 é um vetor, ambos de ordem
2. Considere a Eq. (1) no interior do quadrado de dimensoes (0,1) x (0,1) sendo k = kI,
B=(1,1)T, 0 =0e f =0 satisfazendo as condicoes de contorno:

u(0,y) = u(l,y) =u(z,1)=0
0, se x<0.3

u(z,0) = 1, se >0.3

Considere uma variacao decrescente da ordem de grandeza do parametro k, por exemplo,
kE = 1071,1072,1073,...,10™". Faca um relato da qualidade da solucao aproximada
encontrada a medida que a ordem de grandeza de k para uma malha Grossa. Considere
uma malha Fina para o mesmo exemplo e compare a qualidade das solugoes encontradas.

Problema Difusivo-advectivo 2

Considere a Eq. (1) no interior do quadrado de dimensdes (—1,1) x (—1,1), conforme
Fig. 1, sendo k = kI, B8 = (—y,2)!, 0 = 0 e f = 0 satisfazendo a condicdes de contorno
homogeéneas, ou seja, u(z,y) = 0 para (x,y) € I'. Supondo o ponto O = (0,0) e o ponto
A = (0,—1), o segmento OA é uma fronteira interna com valores prescritos, u(z,y) =
up(0,y) = —sen(2my). Considere uma variagdo decrescente da ordem de grandeza do
parametro k, por exemplo, k = 1071,1072,1073,...,10™™. Repita a mesma andlise da
aplicacao anterior.

Problema Difusivo-reativo 1

A equacao de difusao-reacao bidimensional também figura com um importante modelo
matematico para avaliar diversas estratégias numéricas. Quando ||k|| é muito menor que
|lo|| o fenomeno fisico é dito ser de reagao dominante. Neste caso as estratégias usuais de
solucdo pelos métodos numéricos (por exemplo, método das diferengas finitas ou método
dos elementos finitos) apresentam instabilidades numéricas indesejaveis, sendo necessario
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Figure 1: Geometria do seno em rotagao

utilizar estratégias de estabilizacdo. Considere a Eq. (1) no interior do quadrado de
dimensoes (0,1) x (0,1) sendo k = kI, 3 =0, 0 =1 e f = 0.5 satisfazendo a condigdes
de contorno

u(z,0) = 0
y(0,y) = 0 para y <1
u(z,1) = u(l,y)=1

Considere uma variagao decrescente da ordem de grandeza do parametro k, ou seja,
k=10"1,10"2,1073,...,107™. Repita a mesma analise das aplicacoes anteriores.

Problema Difusivo-reativo 2 - Resfriador bidimensional

Considere o problema de resfriar uma massa aquecida como mostra a Fig. 2. Exemplos
podem incluir o resfriamento de chips de computadores ou amplificadores elétricos. O
modelo matematico que descreve a transferéncia de calor nas direcoes x e y é dado pela
Eq. (10). Detalhes sobre a definigao do modelo matemadtico pode ser encontrado em (°),
disponivel na pagina do curso.

0u  0%u 2c 2c
—K (w + a—y2 + TU = Turef cm Q = (O, L) X (0, W) (10)
onde K é a condutividade térmica (considerada aqui constante), ¢ é o coeficiente de
transferéncia de calor, 7' é a altura do resfriador, u,.; é a temperatura de referéncia.
Encontre a temperatura no interior do resfriador considerando as seguintes condigoes de

5R. E. White, Computational Modeling with Methods and Analysis, Department of Mathematics, North
Carolina State University, 2003
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Figure 2: Geometria do Resfriador 2d

contorno:
u(z,0) = 70 (11)
u(z, W) = 70
u(0,y) 200
ou
K(?_n(L’y) = C(uref - U<Lay))

e os seguintes parametros fisicos: T'=2, L=W =1, K =1, t,¢y = 70 e ¢ = 100. Neste
experimento todas as constantes fisicas estao admensionalisadas.

Estrutura do relatdrio

O relatorio devera ser escrito observando as normas do padrao ABNT. A divisdo do
relatério deve ser de acordo com as seguintes secoes:

e Introducao: onde devera ser apresentado a estrutura do trabalho e os objetivos

e Método dos Elementos Finitos: onde sintetizara o conteido do método das
diferencgas finitas.

¢ Implementacao: onde sera apresentado a estutura do cédigo e partes significativas
do codigo comentado.

e Experimentos Numeéricos: onde serao apresentados os exemplos testes utilizados,
tanto as entradas para os programas bem como tabelas e graficos das respectivas
saidas geradas pelas solugoes.

e Conclusao: onde serao discutidos os resultados obtidos.

Readme

Entregar um arquivo denominado Readme dando instrugoes de como compilar e executar
o codigo, apresentando com detalhes os arquivos de entrada e saida. Vale ressaltar que o
cédigo sera testado em linux!



Instrucoes para entrega

e Os codigos fonte e o Relatéorio devem ser enviados por e-mail para
luciac@inf.ufes.br. O assunto do e-mail deve ser MEF162: TRAB2: <nome> e con-
ter, em anexo, um arquivo do tipo TRAB2-<nome>.zip.

e Se voceé enviar o seu trabalho multiplas vezes, apenas a tltima versao enviada sera
considerada.



