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Exercicio Computacional 1
Problemas de Valor no Contorno para problemas unidimensionais

Objetivo
O objetivo deste exercicio é implementar pelo método dos elementos finitos problemas unidimensionais

de valor no contorno considerando condigoes de contorno de valor prescrito, de fluxo prescrito e mista
para funcgoes de interpolacdo de ordem linear.

Descricao
O problema de valor no contorno (PVC) unidimensional pode ser definido por:

Dadas as fungoes k(x), c(x), b(x) e f(x) continuas em (a,b), encontrar u(zx) tal que
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com condic¢oes de contorno do tipo:
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onde g, Up, Aa, Ba, O, Bb, Ya € Vb SGO constantes conhecidas do problema.

O cddigo deve ter uma estrutura modularizada levando em consideragao os trés grandes médulos:

e Pré-processamento: organizacao dos dados do problema, definicdo dos pardmetros do problema
e das estruturas de dados a serem utilizadas. Neste médulo deve ser previsto:

leitura dos parametros de entrada : ntimero de elementos (nel), dominio ((a,b), pardmetros
para tratamento do contorno (uq, Uy, 0a, Ba, b, Bby Ya € Vo)

montagem da malha: cdlculo do nimero de nés (nnos), definigdo dos néds (vetor x), cdlculo do
tamanho dos elementos (h)

— inicializacao das matrizes e vetores (K - matriz global, F' - vetor dos termos independentes, u
- vetor solugéo)

— definicao das fungdes com dados materiais do (PVC), isto é, x(x), ¢(x), b(z) e f(x). Estas
funcoes devem ser alteradas para cada PVC.

e Processamento: montagem e solugao do sistema linear resultante. Para cada elemento e calcular:

— coeficientes da matriz k¢
— coeficientes do vetor f€
— Acumular os coeficientes locais nas posicoes globais do sistema linear resultante.
— Aplicar as condigdes de contorno.
— Calcular a solucao do sistema linear resultante.
e Pés-processamento: gerar como safda do cédigo o vetor z = (21,72, ..., 7,)"
magoes u = (uy,us,...,u,)" para tragar o grifico da solugao aproximada.

e o vetor de aproxi-



Detalhes de Implementacao - Matriz K¢ e Vetor dos Termos independentes F*°
para cada elemento e

Considere o elemento genérico e formado pelos nés z§ e x§ e as fungdes lineares locais ¢§ e 5. A matriz
e o vetor dos termos independentes relativos ao elemento e devem ser definidos por:

Ky = [ Gt s viuian+ [ e+ ciun) vavian
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onde k¢, ¢, bS, f¢ representam, respectivamente, o valor no né z¢ das fungdes x(x), c(x), b(x), f(x). Note
que em cada elemento e as matrizes locais e o vetor dos termos independentes podem ser exatametne
calculados.

Validacao

Defina problemas exemplos com solucao conhecida para testar todas as particularidades do seu cédigo.

Por exemplo, supondo u(z) = 2® — 2 + 1, k(x) = z, c(z) = 1, b(x) = 22, devemos definir f(x)
2% — 2% — 522 de modo que u(z) seja a solucdo exata de (1). Considerando estas definicdes para os
parametros fisicos e as condigdes de contorno u(0) =1 e 2u/(1) + u(1) = 5, temos um PVC definido para
testar a implementagao.

Apresente a solucdo desse exemplo e de outros exemplos a serem elaborados por vocé para testar seu
c6digo, considerando:

e exemplos de PVC com os parametros fisicos constantes e ir aumentando a complexidade do prob-
lema;

e uma variagao do niimero de elementos, para observar se a medida que o niimero de elementos crescer
seu cédigo oferece solugdes mais precisas.
. ~
Aplicacoes

Conservacao de Calor em uma haste longa e fina

A conservacao de calor em uma haste longa e fina (conforme Figura 1), considerando que a haste nao
esteja isolada e que o sistema esteja em estado estacionério, pode ser modelada pelo PVC:
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Figure 1: Geometria da haste longa e fina
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onde K representa o coeficiente de transferéncia de calor que parametriza as taxas de dissipagao de calor
para o ar (m~2) e T, é a temperatura do ar em torno da haste (°C).

Considerando T'(0) = 40°C, T(10) = 200°C, K = 0.01 m~2 e T, = 20 °C, obtenha a distribuigao
da temperatura no interior do intervalo (0,10), considerando nel = 10,50,100. Para cada caso plote o
grafico da solugao aproximada.

Distribuicao de temperatura em uma haste circular

Encontre a distribui¢ao de temperatura em uma haste circular com fonte interna de calor S, satisfazendo
ao PVC:
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sabendo que b(r) = } para 7 € (0,1] e b(0) = 0. Considerando nel = 50, S = 1,10, e ,20 k/m?, obtenha
a distribuicao de temperatura para os trés valores de fonte interna. Para cada caso plote o grafico da
solucao aproximada.

Resfriador unidimensional

Considere o problema de resfriar uma massa aquecida como mostra a Fig. 2. Exemplos podem incluir o
resfriamento de chips de computadores ou amplificadores elétricos. O modelo matematico que descreve
a transferéncia de calor na dire¢do unidimensional z é dado pela Eq. (2). Detalhes sobre a definicdo do
modelo matemético pode ser encontrado em (*), disponivel na pagina do curso.

Hot Mass Cool Region

Figure 2: Geometria do Resfriador
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com condigoes de contorno do tipo:
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*R. E. White, Computational Modeling with Methods and Analysis, Department of Mathematics, North Carolina State
University, 2003



onde K ¢ a condutividade térmica, u,.r é uma temperatura de referéncia, ug é a temperatura inicial da
massa e crer ¢ a abilidade da superficie do resfriador de transmitir calor na regidio. A constante C' e o
termo fonte f sdo funges da geometria do resfriador (observe a Fig. 2), dadas por:

_ [2W 42T
c = (Fpr) e
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onde a temperatura inicial da massa ug = 160, a temperatura de referéncia u,.y = 70, K = 0.001,
T =01,W =10e L = 1. Podemos considerar diferentes possibilidades para o coeficiente c,.f, por
exemplo, ¢rer = 0.0001, ¢pep = 0.001, ¢rep = 0.01, cpep = 0.1.

Considerando nel = 10, n = 50 e n = 100 encontre a solucao aproximada para os diferentes coeficientes
crey- Para cada caso plote o grafico da solugao aproximada.

Relatodrio

Organize um relatério incluindo:
e Introducao: onde deve ser apresentado a estrutura do relatério e os objetivos

e Implementacao: onde serdo apresentados a estutura do cédigo e partes significativas do cédigo
comentado.

e Experimentos Numeéricos: onde serao apresentados os exemplos testes utilizados, as entradas
para os programas bem como tabelas e graficos, quando for necessario.

e Conclusao: onde serao discutidos os resultados obtidos.

Instrucoes para entrega

Os cbdigos fonte e o Relatério devem ser enviados por e-mail para luciac@inf.ufes.br até o dia 14/10/15. O
assunto do e-mail deve ser MEF162: TRAB1:<nome> e conter, em anexo, um arquivo do tipo TRAB1<nome>.zip.
Neste caso <nome> deve conter o nome e tltimo sobrenome (por exemplo, MEF162: TRAB1:LuciaCatabriga).



