Vu

B-Vu
Vi

Vu

E:

Figura 2.2 — Componente da velocidade na dire¢do paralela ao gradiente da solug@o.

2.4 Formulacao Matricial de Elementos Finitos

Como a inten¢do é resolver problemas tridimensionais, foi adotado e implementado o
elemento tetraedro linear pela sua versatilidade na constru¢io de malhas ndo
estruturadas, em geral descrevendo muito bem geometrias complexas. A deducdo de
suas fun¢des de interpolacdo N, no elemento, baseadas nas suas coordenadas de volume,
e de seu operador gradiente discreto B, se encontram no Apéndice A e as matrizes que

os representam nas equagoes (2.30) e (2.31).

N=[N, N, N, N,] (2.30)

BI BJ BK BL
B=VN=|CI CJ] CK CL 2.31)
DI DJ DK DL

Sendo assim, a interpolacdo padrao da fun¢do escalar candidata u é

NNOS

u' = Nu, (2.32)
i=1

sendo NNOS o numero total de n6s da malha de elementos finitos.
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Substituindo-se a aproximacdo de elementos finitos de (2.21) em (2.32), obtém-se a
formulacao semidiscreta, que nada mais € que um sistema nao linear de equacdes

diferenciais ordinarias.

Mu+C(u)=F (2.33)
ou ainda,
Mu+K(umu=F (2.34)

onde K(u)ué uma aproximacao de primeira ordem da fungdo vetorial ndo linear C(u).

Ao se introduzir o algoritmo de integracdo no tempo, no proximo capitulo, ter-se-4 um
sistema global de equacgdes algébricas, associado a essa formulacdo semidiscreta, a ser
resolvido em cada passo de tempo. Obtendo-se finalmente a solu¢do aproximada para o

problema posto em (2.1).

As matrizes globais M e K dadas em (2.30) sdo construidas através do assembling de

todos os elementos da malha de elementos finitos, representado em (2.35) e (2.37),

sendo A o operador de assembling.

NEL

M = e(me) (2.35)

m‘=mg+m, (2.36)
NEL

K= e(ke) (2.37)

k® =kj, +kg,, +K;, + Kk, +Kko. (2.38)

Os sub-indices g e pg dizem respeito as parcelas das formulacdes de Galerkin e Petrov-
Galerkin respectivamente e os sub-indices d, a e opc se referem a difusdo, adveccdo e
operador de captura de choques, respectivamente. A matriz M € usualmente chamada de

matriz de massa e a matriz K de matriz de rigidez, em analogia a anélise de estruturas.
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A seguir tem-se o desenvolvimento e obtenco das matrizes de elemento. E importante
notar que algumas dessas matrizes t€ém a propriedade de conservagdo das funcdes de
interpolacdo[34], onde os termos da diagonal podem ser obtidos pelo somatorio dos

termos fora da diagonal para cada linha, com o sinal trocado.

2.4.1 Desenvolvimento das Matrizes do Elemento Tetraedro

e Matriz de Massa Consistente de Galerkin (simétrica)

m = ¢ [N"N dQ* (2.39)
o
21 11
1211
me =2V (2.40)
= 710(1 1 2 1
111 2

e Matriz de Massa Discreta de Galerkin (simétrica)

A matriz de massa discreta ou lumped € diagonal. Seus termos podem ser obtidos

pelo somatério de cada linha da matriz de massa consistente, conforme (2.41).

4
[ml; 1= m; parai=14 (2.41)
j=1
1000
. 6VI0 1 00
== 72400 0 1 0 (42
0001
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e Matriz de Massa de Petrov-Galerkin, correcao SUPG (nao simétrica)

m;, =74 [B"BN 0
o

Pode-se verificar que:

6V

[Nao == 11 1]
2 24

Substituindo (2.44) em (2.43), tem-se:

124

124

onde

3 3 3 3

S 3 3 3

m,, = BIf, +CIf + DI,

m>, =BIf, +CJB, +DJp.

m,, = BKf3, + CKf3, + DKJ3.

m,, = BLB, +CLf, +DLp,

e Matriz de Difusao de Galerkin (simétrica)

k, = [B'DB 4O
o

S 3 3 3

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
(2.47)
(2.48)

(2.49)

(2.50)
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ky ki, Ky, ki
. 1 ki, ki kg (2.51)
dg 11 15 .
36V kg Ky
sim. k}lg
k;, = BlkxBJ + ClkyCJ + DIkzDJ (2.52)
k;, = BlkxBK + CIkyCK + DIkzDK (2.53)
ky: = BIkxBL+ ClkyCL + DIkzDL (2.54)
ky, = —(k3, + ko, + k) (2.55)
ky, = BJkxBK + CJkyCK + DJkzDK (2.56)
ky; = BJkxBL+ CJkyCL+ DJkzDL (2.57)
kg, = —(kj, +ky, + k) (2.58)
kg, = BKkxBL + CKkyCL + DKkzDL (2.59)
kyy = —(ky, +kyo + ko) (2.60)
kye =—(ky +ky, + k) (2.61)
e Matriz de Difusdo de Petrov-Galerkin, correcao SUPG
ki, =7 j BBV (DB) dQ)* (2.62)
Qﬂ

E interessante notar que a matriz de difusdo de Petrov-Galerkin envolve a derivada
segunda do operador gradiente discreto B, que € constante, pois o elemento tetraedro

adotado € linear, entdo essa matriz € nula.

ki, =0 (2.63)

dpg —
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e Matriz de Adveccao de Galerkin (nao simétrica)

ki, = [N"B"B a0’ (2.64)
2

1 75 79 713
K, KK kD

ag ag ag

1 5 9 13

ke :L kag kag kag kag (2 65)
24k Kk kD '

ag ag ag ag

1 5 9 13

ko k2, ko, kg
k., = BIB, +CIfS, +DIf, (2.66)
ki, =BIB. +CIB, +DJp. (2.67)
k., = BKf3, + CKf3, + DK (2.68)
ko, =BLf, +CLf, + DL, (2.69)

Percebe-se que a matriz de advecgdo de Galerkin € igual a transposta da matriz de
massa de Petrov-Galerkin, a menos da constante 7. Esse detalhe é levado em

consideragdo na implementacao computacional.

e 1 e T
k;, = ;mpg (2.70)
e Matriz de Adveccao de Petrov-Galerkin, correcao SUPG (simétrica)
ki, =7 [B'BB Q" (2.71)
o
1 5 9 12
kapg kapg kapg kan
6 10 13
K¢ —=_° Kapg  Kapg K (2.72)
w36V SR o '
apg apg
sim. kb

apg
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k.. = (BIB, +CIB, +DIB.)BIB. +CIB, +DIB.) (2.73)

k.., = (BIB.+CIB, + DIB.)(BKf, +CKp, + DKS.) (2.74)
ko, = (BIB.+CIB, +DIB )BLp, +CLpB, +DLf,) (2.75)
kapg = ~(kipy + ke + ki) (2.76)
ky, = (BIf +CJB, +DIS.)BKf, +CKpB, +DKf.) (2.77)
ky, = (BIf +CJB, +DIS)BLpS, +CLB, +DLf.) (2.78)
ko = —(koy +Kgp + ki) (2.79)
ko, = (BKS, +CKp, +DKB.)BLS, +CLS, +DLf,) (2.80)
Koy = — (kg + kg + ko) 2.81)
Kape = ~(Km + Koy + i) (2.82)

e Matriz de Correcao do Operador de Captura de Choques/Descontinuidades
(simétrica)

opc

) j B'B dQ)¢ (2.83)
2

kipc kS k9 k 12

opc opc opc
e _ O ke Kope Ko
kS, = vev 4 k;; k‘i (2.84)
opc opc
sim. kolic
k. = BIBJ + CICJ + DIDJ (2.85)
k... = BIBK + CICK + DIDK (2.86)
k,». = BIBL+CICL+ DIDL (2.87)
1 5 9 13
ke =—(k> k. +ko) (2.88)
k)" = BJBK + CJCK + DJDK (2.89)

opc
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k'* = BJBL+ CJCL+ DJDL

opc

kS =—(k) +kyo +k)

opc opc opc opc

k"> = BKBL+ CKCL + DKDL

opc

k]l :_(k9 +kl() +k]5)

opc opc opc opc

k16 =_(kl3 +kl4 _I_le )

opc opc opc opc

(2.90)
(2.91)
(2.92)
(2.93)

(2.94)

2.4.2 Avaliacio do Parametro SUPG a partir das Matrizes de

Elemento

O parametro 7 também pode ser avaliado segundo Tezduyar[50] a partir de estimativas

baseadas nas normas das matrizes de elemento, |k

sdo dadas por

_ kadg‘
s T

-

Al kadg‘
52 A

2 m,|
mpg

Ts'i - Tise

onde At é o passo de tempo e

_ LBl
[

Re=—7—""-
K atpe|

De modo que 7 pode ser finalmente avaliado como

K ape H e Hmpg H . Estas estimativas

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)
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_1
1 1 1 ( irj
r=(—dL 4+ 1 4+ 1 (2.99)
Tsllr Ts2lr Ts3l}"

baseado no inverso de 7, definido como a norma ir do vetor com componentes TL,
sl
1 1
T, C7T
s2 s3

A norma de matrizes adotada corresponde ao maximo valor do somatério dos valores

absolutos de cada linha, para uma matriz M com n colunas tem-se
[M]| = max )" jm, (2.100)
l ]:l

Cabe ressaltar também que o parametro 7 deve ser avaliado somente no inicio de cada
passo de tempo e ndo deve ser atualizado em iteracdes ndo lineares dentro de um

intervalo de tempo.

2.4.3 Desenvolvimento das Matrizes do Tetraedro por Arestas

A formulagcdo baseada em arestas (Edge-Based Finite Elements) foi introduzida em
aplicacdes da mecanica dos fluidos, para malhas ndo estruturadas de tridngulos e
tetraedros, utilizando o método dos volumes finitos[2], [19] e [45] e foi largamente
pesquisada por Lohner[34], [35] e [37]. Apesar da implementacdo original ter
motivacdes diferentes desse trabalho, o rearranjo da estrutura de dados por aresta € visto
como uma técnica de aceleracdao das operacdes matriz-vetor a serem realizadas diversas
vezes pelo solver iterativo ou no cdlculo do residuo e de economia de memdria para
armazenar as matrizes resultantes. Como estudado por Martins em [42] e [43], apesar do
numero de arestas ser maior que o nimero de elementos, na ordem 1.5 vezes para

malhas de tetraedros, e ainda ter que se montar essa estrutura internamente, como pré-
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Apéncice A

Funcoes de Interpolacao e Operador Gradiente

Discreto para o Tetraedro Linear

Relacoes Geométricas no Tetraedro e Funcgoes de Interpolacao

As fungdes de interpolacdo para o tetraedro s@o definidas em coordenadas de volume,

deste modo tem-se que:

Gt =1 (A1)
25 -1 (A2)
zv -V (A3)
N, =¢&, i=1,4 (A4)
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onde V € volume do tetraedro e N;sdo fungdes de interpolagao.

4(@L)

1(D)
3 (K)

20

Figura A.1 — Tetraedro Linear.

Como o elemento € isoparamétrico, ou seja, a geometria no interior do elemento pode

ser obtida pelas fun¢des de interpolagdo, entdo pode-se escrever as seguintes equagoes

E+E,+E,+8, =1 (A.S)
Ex +&Ex, +Ex, +E,x, =x (A.6)
SIS, TSV TEY, =Y (A7)
S +&, v+ 8,2, =2 (A.8)

As equacdes (A.5) a (A.8) podem ser escritas em forma matricial

I 1 1 1/||¢
XXy Xy Xy | |G
Vi Yo Vs Yal|Ss
L % I3 4] S

S GE=7 (A.9)

N R

Resolvendo o sistema linear de equagdes (A.9), tem-se
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¢ 1 1 1 1 1
& I R X SE= GilX (A.10)
& i Yo Y3 Vs y
S L Ly L3 %y z

Operador Gradiente Discreto
Definindo a matriz N das fun¢des de interpolagdo como

N=[N, N, N, N,] (A.11)

e as derivadas das fun¢des de interpolagdo como

ON_[0N, 8¢ N, 8¢, 0N 0% ON, 04 | (A.12)
ox [0& Ox 9 Ox 0& ox &, Ox |
8_N: _aNl dg, ON,dg, ON;0g; ON, 0g, | (A.13)
dy |04 dy 0% Oy 9& oy 0&, Oy |
ON _| N, &5 ON,0¢, ON,0¢ 0N, ¢, (A.14)

0z | 0& 6z 0O, 0z 0 0z OF, oz

ON, ) .
Como —— =1, para i =1, 4, entdo para se obter derivadas das fun¢des de interpolacdo

i

¢

basta, simplesmente, determinar o Para tal, resolve-se a equacdo (A.10) para &, e

em seguida deriva-se o resultado em func¢dio de x, onde x' =(x y z). Os resultados

das operacgdes descritas acima estdo apresentados abaixo
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o
a_xl = =V324 F Y423t V02— V22 — 2,V T 2, Vs

9

= X324 XL T X2 T X T 05X T 04X

o¢
1 _
oz STV, X Y3 XY T X Yy T Yo Xy T VX,
0¢
2 _
= V32 Va3 N NGB T LY T4
Ox
0¢
2 _
LT L TG XN X T LXK
dy
o¢
2 _
=XV, X Y3 XY, X Y3 Y X T Y X
0z
L
STV T Y4 T V2 T N2 LY T L),
ox
o¢
3 _
E = X2y T X T X2 TN T LN T4,
%——x F VX, XY, =XV, — VX, + VX
oz =X Y4 T Vo Xy 1Y4 1Yo = ViXy T VX
o¢
4 _
=V =Y Nt VL L34,
Oox
o¢
4 _
oy =X T X T XT3 X2, 4 X5 T4,

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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0s
a—;:x2y3—y2x3—x1y3+x1y2+y1x3—y1x2 (A.26)

As equagdes (A.15) a (A.26) possuem um denominador comum, que foi omitido. Esse

denominador € igual a seis vezes o volume do tetraedro que pode ser calculado por

6V =det(G) = X, ;24 =X, Y,23 — Vo X324, + Y2 X, 25 + 2, X, Y,
T Xy Y3 — X Y32y T XYL T X Yo Zy T XYl T X Ys T X2, ),
T VX324 = VX423 = Vi XpZy T VX025 V120X — V12X — 41X,

T XY T LX, Y, 45X, Y3 — 4 Yo Xy T 20X

(A.27)

Pode-se definir o Operador Gradiente Discreto para o tetraedro linear como

_O_N_
Oox
ON

X (A.28)

N
L aZ 13x4

Substituindo as equacdes (A.15) a (A.26) na equacdo (A.28) e fazendo algumas
simplificacdes, tem-se a equacdo que descreve o Operador Gradiente Discreto para o

tetraedro linear

. Bl BJ BK BL
B :6— ClI CJ CK CL (A.29)
DI DJ DK DL| ,

Portanto, os termos da matriz B ficam definidos como

Bl = (24353 — 203Y43) (A.30)

BJ =(y3,24) = YuZ31) (A31)
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(A.32)
BK = (Y425, = Y2124

(A.33)
BL = (23 = Y31Z21)

(A.34)
Cl = (24p%3 — 23y Xy,)

(A.35)
CJ = (X423 = X3,24)

(A.36)
CK = (X524 = X425)

(A.37)
CL = (X325 — X23,)

(A.38)
DI = (y,3%y; — X43Y23)

(A.39)
DJ = (y,%3 — y3X4)

(A.40)
DK = (y X, = X4,)1)

(A41)
DL = (x5, 3, = Y31 X3,)

Sy =y —vy.: z.=z —z..parai,j=1,4.
onde x; =X, —X;3 y; =Y, —V;; Z; =% —Z;paral,j=1,
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