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Introdugdo

Idéia dos métodos
Isolamento das raizes
Andlise grafica
Critérios de parada

Objetivo: encontrar as raizes ou o zero de uma fungdo [1],[2].
Encontrar x tal que f(x) = 0. Exemplos:

f(x) = 3x—e=0

f(x) = 2x>—cos(x+1)=0

f(x) = 5x*—x3+7x°=0
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Introdugdo
Idéia dos métodos
Isolamento das raizes

Andlise grafica
Critérios de parada

Idéia Geral dos métodos:

@ Passo 1 - Isolamento das raizes: encontrar um intervalo [a, b]
que contenha uma, e somente uma, raiz £ de f(x) = 0.

@ Paso 2 - Refinamento: a partir de uma aproximagao inicial,
xo € [a, b], gerar uma sequéncia x1, X2, -+ , Xk, -+ - quUe
convirja para a raiz exata £ de f(x) = 0.

Observacdes:
@ Alguns métodos nao necessitam o isolamento prévio de cada raiz

@ A maioria dos métodos necessita que a raiz £ esteja confinada em
um dado intervalo [a, b] e que esta raiz seja lnica em [a, b]

z

@ E necessdrio definir critérios de parada.
Lab*tim
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Introdugdo
Idéia dos métodos
Isolamento das raizes

Andlise grafica
Critérios de parada

Equacdes algébricas: as raizes de uma equagdo polinomial podem
ser delimitadas usando o Teorma de Lagrange ou usando um
dispositivo pratico para facilitar a determinagdo dos limites das
raizes reais [1].

Equacgbes transcendentes: ndo existem teoremas que fornecam
informacdes sobre os limites e o nimero de raizes reais. O método
grafico é a maneira mais simples para achar um intervalo que
contenha uma dnica raiz.
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Introdugdo
Idéia dos métodos
Isolamento das raizes

Analise grafica
Critérios de parada

Anidlise gréafica da funcdo. Exemplos:

flx) = 3x—e =0
f(x) = x>=5x2+1=0
Teorema 1: Seja f(x) uma fungdo continua em [a,b]. Se

f(a)-f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x entre a e b
tal que f(x) = 0.
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Introdugdo
Idéia dos métodos
Isolamento das raizes

Andlise grafica
Critérios de parada

Critérios de Parada:
Seja ¢ a raiz exata de f(x) = 0 isolada no intervalo [a, b]. Dado uma

tolerancia € e uma aproximacao inicial xp, calcular x1, x2, - - - , xi até
que:
e =& < e (1)
e/ou
[FOa)| < e (2)

ou até que um nimero maximo de iteracoes itermax seja alcangado
(iter > iternmax)-

Observacdo: os dois critérios ndo s3o equivalentes, ou seja, nem

sempre é possivel ter (1) e (2) satisfeitos smultaneamenf_eabl%?/\m

critério (1) vamos parar o processo quando |xx — Xxk—1| < €. L

oo S
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Método da Bissegdo

Idéia do método
Pseudocédigo
Estudo da convergéncia

Método da bissegdo: vamos supor que exista uma Unica raiz £ de
f(x) =0, isolada em [a, b], e que f(a)- f(b) < 0.

Idéia do método: subdividir o intervalo ao meio em cada iteracdo e
manter o subintervalo que contenha a raiz, ou seja, aquele em que
f(x) tenha sinais opostos nos extremos [2].
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Método da Bissegdo . .
Idéia do método

Pseudocédigo

Estudo da convergéncia

Pseudocdédigo do método da bissec3o:

iter =1
fa = f(a)
fb = f(b)
Repita até que b — a < €
a+b
= 2
x = f(x)
Se (fa- fx) > 0 entdo
a=x
fa = fx
Sendo
b= x
fb = fx
Fim-Se

iter = iter +1
Fim-Repita

Lab<tim
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Método da Bissegdo . .
Idéia do método
Pseudocédigo

Estudo da convergéncia

Se f(x) é continua em [a, b] e f(a)- f(b) < 0, o método da bisse¢do
vai gerar uma sequéncia xx que converge para a raiz £ com precisao €.

Estimativa do nimero de iteragdes para a convergéncia:

bo—ao_b—a

bi-a="7—=7
b_a_b1—al_bo—ao_b—a
S T A ¥

b—a
by —ax = oK <€

b—a log(b — a) — log(e)

=2k > = k>
¢ log(2) Lab<tim
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Idéia do método
Método do Ponto Fixo Descricao grafica

Estudo da convergéncia
Funcéo de iteracdo para Newton-Raphson

Idéia: isolar um x na equagdo f(x) = 0 da seguinte forma:
=0 < x = g(x). Dado xp, calcular x1,xp,---, usando
= g(xk) até que um dos critérios de parada seja satisfeito.

f(x)

Xk+1

oy

fix

fly=e*—x

Raiz

Lab<tim
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Idéia do método
Método do Ponto Fixo Descricao grafica

Estudo da convergéncia
Funcéo de iteracdo para Newton-Raphson

Descricdo grafica da convergéncia da iteragdo de ponto fixo [2]:

y ¥
yVW=x
N Y =x
2 = gx)

§ |

= gl) [

[

e~ [

[

1 1

[

1 1

Xy x XX Xo X
y y
¥ = gx) ¥y = g(x)
V=X
Y =X
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Idéia do método
Método do Ponto Fixo Descricao grafica

Estudo da convergéncia
Funcéo de iteracdo para Newton-Raphson

Convergéncia da iteracdo de ponto fixo. Suponha que £ seja a solucdo
exata, ou seja, £ = g(&). Temos que

X1 = 8(xk) = &= xkp1 = g(§) —g(xk)

Pelo Teorema do Valor Médio temos que, se a fun¢do g(x) e sua derivada
forem continuas sobre um intervalo a < x < b, entdo existe pelo menos
_ : / _ g(b)—g(a)
um valor de x = c dentro do intervalo tal que g'(c) = £=5=
= g(&) —glx) =g () —x) = 1§~ x| = g’ ()]I€ — x«]
onde ¢ estd entre x, e £. Sendo assim, temos

Errox,1 = |g’(c)| Errox = Erroxy1 ~ C Erroy

Os erros diminuem a cada iteragdo se |g’(x)| < 1 em torno da rla_iz . t
d Im

iteracdo do ponto fixo é dita linearmente convergente.
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Idéia do método
Método do Ponto Fixo Descricao grafica

Estudo da convergéncia
Funcdo de iteracdo para Newton-Raphson

Vamos escolher uma func3o de iteracdo da forma

Observe que
F1(x))? = F)f"(%)
/ — 1 _ (
et s
Se '(€) # 0, temos g'(¢) = 0. Mais ainda, se g’(x) é continua, entdo
existe um intervalo em torno da raiz £ tal que |g'(x)| < 1.

A func¢3o de iteragdo (3) produz uma sequéncia de ponto fixo convergente
se escolhermos um xg suficientemente préximo da raiz £&. Vamos verificar
que temos neste caso convergéncia quadratica (Errox1 = C Errok

Lab<tim
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Descrigao grafica
Escolha da aproximacgao inicial

Método de Newton Convergéncia do método
Pseudocédigo

Descrigdo grafica do método de Newton-Raphson: f/(x;) = fq)=0

Xj—Xj+1
f(x) .
Xi+1 = Xj f-/(xl_)v I _071325"'

J@)

Inclinacao = f'(x,)

fap) e —

Lab<tim
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Descrigao grafica
Escolha da aproximacao inicial

Método de Newton Convergéncia do método
Pseudocédigo

flx)
x
(a)
fx)
P S
| X X Xy X3 X x
(b)
1
Xy xy
‘ xg x
(©
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Descrigao grafica
Escolha da aproximaca

Método de Newton Convergéncia do méto
Pseudocédigo

Teorema de convergéncia [1]: Se f(a)f(b) <0, e f'(x) e f"(x) forem n3o
nulas e preservarem o sinal em [a, b], entdo partindo-se da aproximag&o
inicial xo € [a, b] tal que f(xo)f"(x) > 0 é possivel construir, pelo
método de Newton-Raphson, uma sequéncia {x;} que convirja para a raiz
& de f(x) =0.

Para os casos onde o método de Newton-Raphson exibe convergéncia
insatisfatdria:

@ Mude a escolha da aproximacio inicial xg.

@ Incluir um limite superior no niimero de iteracGes para se prevenir de
solu¢des oscilantes, lentamente convergentes ou divergentes que
poderiam persistir interminavelmente.

@ Levar em conta a possibilidade de que f’(x) possa ser igual a zero a
qualquer instante durante os calculos. Lab@;‘t\lm
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Descrigao grafica
Escolha da aproximacgao inicial

Método de Newton Convergéncia do método
Pseudocédigo

Pseudocédigo do método de Newton-Raphson:

Entrada:x, €, itermax, f(x), f’(x)
iter =0
fx = f(x), dfx = f'(x)

H
deltax = — —
dfx

Escreva iter, x, fx, deltax
Enquanto ( (|deltax| > €)ou (|fx| > €)) e (iter < itermax)
iter = iter + 1
X = x + deltax
fx = f(x), dix = f'(x)
x

deltax = — —
dfx

Escreva iter, x, fx, deltax

Fim-Enquanto

Observagdo: necessita do calculo da derivada de f(x) Lab.x./-.ﬁm
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Descricao grafica

Pseudocédigo
Método da Secante

Descrigdo grafica do método da secante: f/(x;) ~ Fa-1)=f(a)

Xj—1—Xj
Xj — Xi—1 .
i = i_f i) 77 N /..  \ :Oa1727"'
Xis1 = xi = F(x) fox) — Flxia)
f6)

Ja) J

i

!

fe_y) i

|

1
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Descrigao grafica

Pseudocédigo

Método da Secante

Pseudocédigo do método da secante:

Entrada:a, b, €, itermax, f(x)

iter =0

fa = f(a), fb = f(b)

Se|fa] < |fb| entdotroqueaeb, fae fb
b—a
fb — fa

x = b+ deltax, fx = f(x)

deltax = —fb

Escreva iter, a, fa, b, fb, x, fx, deltax
Enquanto ( (|deltax| > €)ou (|fx| > €)) e (iter < itermax)

iter = iter + 1

a=b,fa="1b

b=x, fb=fx
b—a

deltax = —fb
fb — fa

x = b+ deltax, fx = f(x)

Escreva iter, a, fa, b, fb, x, fx, deltax

Fim-Enquanto La b{’!&.t\lm
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Definicao

Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes miuiltiplas

Bibliografia Basica

Ordem de Convergéncia

Ordem de convergéncia: define a rapidez com que a sequéncia
{x0, x1, X2, -+ } gerada por um dado método converge para a raiz
exata £. Seja ex = |£ — xk| o erro da k-ésima iteragdo. Se existe
~v > 1 e uma constante C tal que

lim e =Ce]
—+00 + k

onde v = ordem de convergéncia do método e C = constante de
erro assintético.

Para v = 1 temos 0 < C < 1, temos que a convergéncia é pelo
menos linear. Quanto maior v mais rapida a sequéncia converge.

Lab<tim
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Definicao

Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson

Ordem de convergéncia do método da secante
Raizes miuiltiplas
Bibliografia Basica

Ordem de Convergéncia

Suponha que x, — £. O método de Newton-Raphson pode ser escrito
como

0= f(Xk) + f/(Xk)(Xk+1 - Xk) (4)
A expansao em série de Taylor pode ser representada por
f"(CX)

Fxrr1) = FOxk) + (0 (kg1 — xx) +

o1 (ki1 — ) (5)

onde ¢, estd em algum ponto do intervalo de xx a xx11. Vamos supor que
Xk+1 = &, ou seja f(§) = 0. Substituindo em (5) temos

0= Fl) + FO0)(E — )+ o) (€~ w2 ©

Fazendo (6) - (4), obtemos

f”(CX)

0 (%) (€ = xk41) + ol (€ — xx)?

2

(¢, _f
o = IreaEen + Vet = B =[50 0| e quabialpditim

2f'(€)

2997
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Definicao

Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes miuiltiplas

Bibliografia Basica

Ordem de Convergéncia

s

E possivel mostrar que, para o método da secante,

F(€)

2f'(€)

Q

€2 €0 €1

Generalizando,

ext1 ~ Cex_1ek

~ Y
et1 ~ Ke,

1/
= exr1 = C(%) Vek:KeZ
:>Cei+1/7 = KIH/VeZ
=1+1l/y = v =9 -7-1=0
14+5
= = 2~ 161803 Lab'iéf;c\lm
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Definicao
Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes muil

P Bibliografi
Ordem de Convergéncia =

No método de Newton-Raphson, fizemos a restricdo de que f'(£) # 0,
onde £ é a solugdo de f(x) = 0. A garantia da existéncia de um intervalo
| em torno da raiz £ onde o método de Newton converge de forma
quadratica para uma aproximac¢ao inicial xo € I, acontece desde que &
seja um zero da equag¢do com multiplicidade 1.

Se modificarmos o0 método de Newton-Raphson para

()
w(x)’
S5 i)

TER X GOR - F0F0

f(x)
f'(x)

g(x) = x-— onde pu(x)=

podemos conseguir convergéncia quadratica para zeros com multiplicidade

maiores que 1. Na pratica podemos ter problemas graves de
arredondamento pois o denominador consiste na diferenca de dois I\_lérbr Stim
que sdo proximos de zero. oo icio!
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Definicao

Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes muiltiplas

Bibliografia Basica

Ordem de Convergéncia

Ex: f(x) = e —x—1=0 tem um zero de multiplicidade 2 em { = 0.
Observe que neste caso o método de Newton-Raphson com xp = 1 e
€ = 107> converge para a raiz ¢ = 0 mas nio quadraticamente.

0 1,0

1 0,58198

2 0,31906

3 0,16800

4 0,08635

5 0,04380

6 0,02206

7 0,01107

8 0,005545

9 2,7750 X 1073
10 1,3881 X 10~
11 6,9411 X 107*
12 3,4703 X 107*
13 1,7416 X 107*

14 8,8041 X 10-°
S AT Lab%tim
LABORATORIO DE OTIMIZAGAO €

16 1,9142 X 10°¢ MODELAGEM COMPUTACIONAL

25_97



Definicao
Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes muil
Bibliografi

Ordem de Convergéncia

Ex: f(x) = e —x—1=0 tem um zero de multiplicidade 2 em { = 0.
Utilizando a modificacdo do método de Newton-Raphson com xg = 1 e
€ = 107> conseguimos melhorar a taxa de convergéncia.

Xn

1
—2.3421061 x 1071
—8.4582788 x 1073
—1.1889524 x 10~°
—6.8638230 x 10~

AIWIN ROl S

Lab<tim
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Definicao

Ordem de convergéncia do método de Newton-Raphson
Ordem de convergéncia do método da secante

Raizes miuiltiplas

Bibliografia Basica

Ordem de Convergéncia

Bibliografia Basica

[1] Algoritmos Numéricos, Frederico F. Campos, Filho - 22
Ed., Rio de Janeiro, LTC, 2007.

[2] Métodos Numéricos para Engenharia, Steven C. Chapa e
Raymond P. Canale, Ed. McGraw-Hill, 57 Ed., 2008.
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