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Resumo. Neste trabalho apresentamos uma nova metodologia paracdug nunérica de
modelos de acoplamento hidrorAadco utilizando &cnicas de ps-processamento de Petrov-
Galerkin, em conjuréio com neétodos localmente conservativos para a e@elgipertblica de
transporte da saturaégp. AEm disso, propomos uma forma inovadora de computar os &feito
da evolu@o temporal da porosidade sobre o transporte, basead@omita de decomposio

de operadores. Testes naritos mostrando a acacia dos netodos nur@aricos propostosao
apresentados no contexto de um problema de ektragcunédria de petbleo 2D, utilizando
um modelo de acoplamento hidroraa@o simplificado.
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1. INTRODUCAO

Os modelos de acoplamento hidromecanico objetivam desceepercolagcao de um ou
mais fluidos em meios porosos deformaveis. O movimento dao8, induzido por um gra-
diente de pressao, provoca variacoes de tensdes nia p@twsa que por sua vez se deforma.
Consequentemente, propriedades da rocha tais como pateséd permeabilidade sao alte-
radas modificando o escoamento. Essa interacao enti@diidmica e analise de tensodes e
deformacdes na matriz porosa consiste no protbtipo dplamento hidromecanico, que ne-
cessita ser modelado com acuracia computacional a fim @enobs respostas confiaveis das
simulagdes numeéricas.

DiscretizacOes para modelos de acoplamento hidronmx&em sendo propostos por va-
rios autores, dentre os quais destacamos o trabalho de &avi8ettari (2002). Neste contexto
apresentamos uma nova metodologia para a discretizas®a d¢lasse de problemas. Obijeti-
vando a conservacgao local da massa, desenvolvemos esétodhéricos para a computagao
da velocidade de Darcy baseados em técnicas de pos-paovesto de Petrov-Galerkin, em
conjuncao com métodos localmente conservativos pagaac@o hiperbolica de transporte da
saturacao Abreu (2007); Ribeiro (2007). Alem dissopproos uma forma inovadora de com-
putar os efeitos da evolucao temporal da porosidade solw@nsporte, baseada na técnica
de decomposicao de operadores (Abreu (2007)). Testeérimow mostrando a acuracia dos
métodos numéricos propostos sao apresentados ndssdhtrano contexto de um problema
de extracao secundaria de petrdleo 2D utilizando umeatoode acoplamento hidromecanico
simplificado.

2. EQUAC@ES GOVERNANTES

As principais hipoteses simplificadores do modelo saeéacia de efeitos gravitacionais,
validade da lei de Darcy para escoamentos multifasicesé@drda introducao do conceito de
permeabilidade relativa, auséncia de troca de massaasfases, incompressibilidade das fases
fluidas e da fase solida na escala do poro, matriz porostceldinear isotropica, pressao capilar
nula, conveccao do campo de porosidade induzido pelonmentio do solido e efeitos inerciais
da conservacao de momento do sistema despreziveis.o Bendvista essas consideracoes,
seja um dominié2 C R? com fronteiral’ = T'%, UTY, U T, UT%; ocupado por um reservatorio
submetido a um carregamemnitqx) sobrel'y, com deslocamento nulo solrg. Considerando
matriz porosa saturada por dois fluidos imisciveis, vad&dluido QQ(x) prescrita sobré&™,,
saturag@o prescrita sobre a fronteira de injecio dedllij* c '} e pressdo do poro nula
sobrel},, o problema de valor inicial e de contorno & dado a seguir.

Formulacdo 1 Conhecidas as futdgs de mobilidadg,, (S.,), A\o(Sw), At(Sw), 0 coeficiente de
permeabilidade( (¢) e as constantes&sticas de Lam )\, 1, achar as solu@es da presio total
p(x,t), do deslocamento daBdo us(x,t), da saturaéo daaguas, (x,t) e da porosidade
o(x,t) comx € ), t € [0, T] satisfazendo a equag de conserva@p de momento

(A4 p)Vdiv ug + pAug — Vp =0, (1)

a equago de conservap de massa total

. [ Oug
div ( o +VDt) =0, (2)

comVp, dado por

Vbt = —Ai(Sw) K(6)Vp, (3



a conservago de massa dadéido

do Oug

E_dlv ((1—¢) (,%), (4)
a conservago de massa dagua

a(SMZ)) i dus i =

B + div (Swgb o ) + div (A, (Sw)Vpe) =0, (5)

com condiges iniciais

divug(x,0) =0, (6)

(x,0) = ¢°(x), ()

Suw(x,0) = S,,(x) (8)
e condi@es de contorno

us(x,t) = 0 sobrel'},, 9

oy -n = H(x) sobrel'y,, (10)

p(x,t) = 0 sobrel™,, (11)

M (Sw)KVp-n = Q(x) sobrel',, (12)

S,(x) = s(x) sobrel"}, (13)

ondel, NI =0, T% UTY =T, % NT% =0, 2 U, =T.

Na Formulacgdo 1, a Eq. (1) representa o equilibrio debendas fases fluidas e solida. A
Eq. (2) corresponde a lei de conservagao de massa tat#,\op corresponde a velocidade
de percolacao total da mistura fluida a qual & relaciormada a poro pressao por meio da lei
de Darcy descrita na Eqg. (3). A fronteira onde prescrevensaglaacao coincide com regiao
de entrada de fluxo podendo ser definida cdifio = {x € I' : Q(x) < 0}. E importante
notar a auséncia de condicao inicial para a pressaomo jacque a mesma é determinada pela
condicao inicial de incompressibilidade (aiy(x, 0) = 0) e pelas condi¢des de fronteira para a
pressao, deslocamento e tensao total. As condicOesnderno para a porosidade também nao
serao prescritas, pois, conforme sera visto na Se@a8sprezaremos os efeitos convectivos
da fase soélida sobre a Eq. (4).

3. Discretiza@o do modelo de acoplamento hidromémico

Para resolvermos numericamente a formulacao apresenta&ecao 1, utilizamos uma
abordagem sequencial em que o sistema de equacdes epbstoram subsistemas que sao
discretizados utilizando métodos numéricos espesifiera cada subproblema David and Set-
tari (2002). A seguir apresentamos cada um dos subsistesmas groblemas independentes
entre si descrevendo os métodos numéricos empregadosepatvé-los. Posteriormente expli-
camos o algoritmo de acoplamento entre eles, objetivandolagdo das variaveis primarias
do modelo de forma consistente no tempo.

3.1 Subproblema da poromeénica

O sistema de equacgdes da poromecanica possui carédopeo, sendo composto pelas
Egs. (1)-(3) do modelo original e pelas condi¢des de cant()-(12) e condicao inicial (6).



As variaveis primarias do subsistema sao a pressabpatao deslocamento do solida,
supondoS,,(x,t), ¢(x,t) conhecidos. No caso particular onde o campo de permeatslida
independe da porosidade e a fungao de mobilidade é coesta )\, (S,) = 1, a formulagéo

da poromecanica se reduz a do modelo poroelastico pimpas Biot Murad et al. (1996)
para escoamento monofasico. Este modelo foi discretieadoalisado numericamente por
Murad et al. (1996) no contexto de analise numérica de @gpsaparabdlicas. Seguindo o
procedimento usual, discretizamos o subsistema da poéonoacfazendo uso do método de
Galerkin com fungodes interpolantes lineares na distagfio espacial aliado ao esquema de
diferencas finitas de Euler implicito no tempo:

Oug 1

ot ~ At (us(x, tny1) — us(x,15)) s -

ondeAt, = t,.1 — t, € 0 passo de tempo do modulo da poromecanica.

3.2 Pos-processamento para a velocidade de Darcy

Apbs o computo dos campdsi; ™, pit!} no instantet,,,; pelo método dos elementos
finitos, podemos obter uma aproximaggd ' para a velocidade de percolago da mistura fluida
por meio da expressao:

Vit & =\ (Sun) K (o) Vit (15)

Como o campov; ™' & obtido a partir do gradiente gé*', ele & aproximado com menor

precisao em relacdo ao potencial. De fato, a aplicaggmétodo de Galerkin em conjungao
com a Eg. (15) para problemas com permeabilidade hetesaggera campos de velocidades
nao conservativos (Mose et al., 1994), fazendo com quedelebnservacao de massa total,
Eqg. (2), ndo seja obedecida no nivel de cada elementontssmotiva o desenvolvimento de

métodos mais precisos para a computacao da velocidddardg.

Uma possivel solucao para este problema seria adotafarmalacao mista para o subsis-
tema da poromecanica, onde os campos potencigip) e os fluxos e tensde¥y, oer) SA0
aproximados simultaneamente utilizando os espacos darRahomas (RT). Tal técnica gera
campos de velocidade conservativos com taxas otimas derg@mcia e tem sido utilizada com
sucesso em problemas de escoamento bifasico em meiospaigidos heterogéneos (Douglas
etal., 1997).

Nos espacos RT as interpolacdes para os campos de \&lecsdo escolhidas de forma
gue os graus de liberdade representem o fluxo normal sobaeucaa das arestas dos elemen-
tos da malha. Tais interpolagcdes sao adequadas pardrapracampos de velocidade em meios
heterogéneos, pois impdem apenas a continuidade da cemigonormal do campo de velo-
cidades nas arestas dos elementos, permitindo que a compdargencial seja descontinua
(Mose et al., 1994). No entanto, em meios deformaveis aspolacdes dos espacos RT para
os campos de tensao e deformacao violam a simetria dortdegensdes sendo necessario o
enfraquecimento da imposicao de simetria por meio dadnoitao de multiplicadores de La-
grange Arnold et al. (2007). Tal fato aliado ao custo comgiataal envolvido em aproximar os
quatro camposus, p, o, Vpt) Simultaneamente tornam essa abordagem pouco competitiva

Neste trabalho, propomos utilizar a técnica de pos-msm@ento global sugerida por
Loula et al. (1995), cuja idéia principal & projetar o cante velocidade de percolacao to-
tal obtido em (15) no espago das fungdes de Raviart-Tha®anais baixa ordeRT’). Essa
projecao é feita resolvendo o seguinte problema vameadide Petrov-Galerkin:



Formulacdo 2 Conhecidos os campds,,(x,t), ¢n(x,t) constantes emivel de cada ele-
mento, as furfes reaisk (¢)), A\:(Sw), A\w(Sw), 0 parametro de estabilizép é > 0 e o par
{upt!, pi*'} solugo pelo nétodo de elementos finitos do subsistema da poranieg, achar
vt € RTC tal que

n+1

(Vi A+ X (Sur) K (o) Vi, 11) + 6 (diVVZ—H + div au&ht , diVTh) =0

V1, € RT°, (16)
onde a derivada parcial no temg@aproximada utilizando o esquer(iad).

O primeiro termo da equagao variacional (16) garanteadtpdev; ™ = —\;(S,)K(¢)Vp;t!

de forma fraca, enquanto que o segundo termo imp0e uma naghaximacao para a equagao
de conservagao de massa total, Eq. (2). O camjjpo obtido ao resolvermos a Formulagzo
(2) herda as boas propriedades dos esp&ids com cada uma de suas componentes dadas
por polindbmios lineares e continuidade assegurada apenasmponente normal as arestas
dos elementos. Tais propriedades sao de extrema impt@taa transferéncia do campo de
velocidade para o modulo de transporte, a fim de preservpragsiedades de conservacao
local desejadas na aproximacao da saturacao.

3.3 Subsistema da porosidade

O subsistema da porosidade &€ composto somente peleaeqimcoOnservacao de massa da
fase solida, Eq. (4). Ao desprezarmos a conveccao iddysglo movimento da fase solida, tal
equacao se reduz a expressao:

do . Oug

i (1 —¢)div oy a7
a qual pode ser integrada diretamente, obtendo a solugao:

p(x,t) =1 — (1 — ¢°(x)) exp(—divug(x,1)). (18)

3.4 Subsistema do tranporte

O subsistema do transporte tem como incognita a satum@gaguas,,, sendo formado
apenas pela equacao de transporte (5) reescrita abaixo po

gb% + div (Sm%) +div(A\,(Sw)Vpe) = —Swg—f, (19)
tendo como condi¢des iniciais e de contorno as Eqgs. (8Bg (gspectivamente, supondo
conhecidos os campa@gz, t), dus/0t € V.

Podemos notar que a auséncia de pressao capilar faz comeguecao de transporte (19)
seja de natureza hiperbélica. Alem disso, a deformdgamatriz porosa acrescenta um termo
de fluxo devido a conveccao da fase solida e faz com queasigdade varie com o tempo
resultando no termo de reacao do lado direito da Eq. (18)ya Resolvermos essa equacgao
propomos aplicar a técnica de decomposicao de opeatiaseado num esquema de predicao
e correcao, a fim de contabilizarmos separadamente teesconvectivo da saturagao e o
termo de reacao provocado pelo efeito transiente da pplaes. Este procedimento é feito

definindo a seguinte sequéncia de problemas para caddesvblo de tempdx,,, t,,11]:



Formulagéo 3 Conhecidos a condép inicial S° (x) e os campos(x, t), vs(x,t) = dug /0L,
Vpi(x,t) vVt € [0,T], x € €, resolva para cada subintervalo de temfiQ, ¢,11], n =

0,...,N —1comt, = 0,ty =T 0s seguintes problemas:
1. Preditor: AcharsS} (x,t,+1), tal que
as: . . Oug : .
) o +div ( S; o o +div (A, (S)) VD) =0, Vt € [tn, Lot (20)

sujeitoa condigo inicial
Si(x. ) = Si(x),
e condi@o de contorno
Sk (x,t) = s(x), x € 7.

2. Corretor: AcharS, (x,t,1) tal que

0Sw 0¢
o —Swaa Vt € [tn, tnyi] (21)
sujeitoa condi@o inicial

Sw(x,tn) = S5 (X, tny1)-

Com a técnica de decomposicao de operadores propostéyemos dois problemas para
cada intervalo de temp,, ¢,.1]. Na resolucdo do primeiro problema, Eq. (20), obtemos a
predicaoS; (x, t,.1) da saturacao para o instamte,, onde negligenciamos o termo de fonte
reativo oriundo da variagao temporal da porosidade. Emida, utilizamos a solugao preditora
como condigao inicial para o problema corretor, que evatvamente a saturagcao ao longo do
intervalolt,, t,.1] computando apenas o termo da variacao da porosidade.

O problema corretor pode ser revolvido analiticamentesBegendo a Eq. (21) na forma

oln(S,)  9ln(9)

= 22
ot ot (22)
e integrando no intervala,[,t,,, 1], obtemos
S
Sutt =" (23)

E importante ressaltar que o passo de correcao objetiseprar a fracio de volume de agua
0 = ¢S, quando a porosidade varia temporalmente, garantindo fssa a conservacao de
massa local.

Para a discretizacao da Eq. (20) adotamos o método dmesliinitos de segunda ordem
Nessyahu-Tadmor (NT), utilizado com sucesso em escoaseifssicos em meios porosos
rigidos Abreu (2007). Este método pode ser visto como uxiensao do método de Lax-
Friedrichs com ordem quadratica de convergéncia, obpdaximando as derivadas da solucao
por meio de funcdes limitadoras de inclinag%.um método robusto, explicito no tempo,
entropico, computacionalmente eficiente e estavel dgsdea seguinte condi¢cdo de CFL seja
obedecida em nivel de cada elemefifpda malha:

/
H gbij
onde H eAt, correspondem aos passos de discretizacao espacial ersmp(S,,) € o termo
de fluxo da Eq. (20), dado pela expressao:

F(Sw) = Suévs + Aeo(Sw) V. (25)



3.5 Algoritmo de sincronismo

Para cada um dos subsistemas apresentados necessitaoivs n@$ conjunto das in-
cognitas do problema original, supondo conhecidas asidefara que as variaveis do modelo
possam evoluir no tempo de forma consistente, necessit@meguir um algoritmo de sequen-
ciamento ou “staggered” entre os subsistemas discre8zdddorma que possam comutar suas
solugcdes numéricas. Exceto para o primeiro passo deateongincronismo entre os modulos
apresentados anteriormente & dado pelo seguinte algoritm

Algoritmo 1
Paran=1... N — 1:

1. Resolva o problema preditor doddulo de transporte e obtentt (z, ,,,1), a partir de
Sw(,tn), d(x,t,), Vpe(x, t,) evs(x, t,).

2. Resolva o radulo da porome@nica e obtenhawg(x, ¢,,,1) € p(z, t,11), conhecidos
us(x,t,), S (z,t,.1) € o valor da porosidade, extrapolado para o tenipo, e definido
ComOng(x, tn+1) = 2¢($, tn) - QZS(I‘, tn—l)'

3. Resolva o radulo do @s-processamento para a velocidade de Darcy e obtenha
Vpi(z,t,.1), a partirdeug(z, t,11), us(z, t,) ep(z, tpi1)-

4. Resolva o radulo de porosidade e obtenb@z, ¢, 1), conhecido diwig(x, ,,1).

5. Resolva o problema corretor doddulo de transporte e obtentt, (x, t,,+1), conhecidos
SZ)(:C7 thrl) E(b(ﬂf, thrl)'

O modulo da saturagcao avanca primeiramente no temp@zaorpara iSso € meramente
técnica e baseia-se no fato do método numérico para sptaie ser explicito no tempo, en-
quanto que o da poromecanica é implicito. A poromeeai@nca primeiro no tempo apenas
no primeiro passo de tempo, onde nao conhecemos os campekdielades necessarios para
o modulo do transporte, ja que a condicao inicial da pwcénica &€ dada somente pela restricao
de incompressibilidade di(z, 0) = 0.

4. Simulagdes Computacionais

Nesta se¢cao mostramos a relevancia das técnicas ge@dsssamento do campo de velo-
cidades e da computacao do efeito transiente da por@spdad a acuracia da solugdao numérica.

4.1 Importancia do pbs-processamento da velocidade de Darcy

O pobs-processamento adiciona a formulacao variacmresiduo do balanco de massa da
lei de Darcy, com o intuito de fortalecer a equacao de qwagséo de massa total do sistema
(EQ. (2)) em nivel de cada elemento. A Fig. 2 mostra o valedimde di(vs + Vp¢) em cada
elemento com e sem pbs-processamento. Os campos de adiecice Vp; foram obtidos no
primeiro passo de tempo para um problema de injecao sadardke petrbleo, com geometria
e condi¢Oes de bordo ilustradas na Fig. 1 e considerandcanmpo de permeabilidade hete-
rogéneo e aleatorio com distribuicao fractal. Obses na Fig. 2 que o pbs-processamento
resulta num decréscimo significativo do acUmulo de ma&safluéncia da geracao de massa
sobre a frente de mistura & ilustrada na Fig. 3, que apeeasutolu¢cao do campo de saturacao
utilizando os campos de velocidades computados com e sgiprpdessamento.



Carregamento
vdt*n=0 {
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Figura 1: Condi¢Bes de contorno e geometria do problema.
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Figura 2: Valores de divs + Vp¢) sem pos-processamento (esquerda) e com pos-processamen
(direita).
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Figura 3: Graficos do campo de satura¢8g com e sem o pos-processamento.

4.2 Resolu@o da equa@o de transporte com porosidade transiente

O objetivo deste teste computaional & ilustrar a rele@ada técnica de decomposicao
de operadores, utilizada para computar o efeito transmgeorosidade sobre a equacao de
transporte. Para isso, testamos a discretizacao apmdsema Subsecao 3.4 resolvendo nume-
ricamente o seguinte problema hiperbolico ndo lindado o campo de porosidade transiente



o(t) = 0.4t + 0.1, achar fun@o S, (z,t), z € (0,1), ¢ € (0, 1] tal que

95, 88, 9
o 0T T T
com condiéo inicial
Sw(z,0) =0,

e condi@o de contorno

1
Sw(z,t) = — sobrel..

¢(t)

A Fig. 4 compara as solugbes exata e numérica para umaardeltv elementos com
CFL inicial igual a0.5. Neste teste os passos preditor e corretor do moédulo depwae
sao iterados sequencialmente para cada passo de temperv&@bss que a solucao numérica
captura corretamente a frente de choque, evidenciandocs@oedo esquema de correcao e
predicao proposto.

t=0.100703 t=0.600761

Numeric —e— Numeric —e—
Exact Exact
0.8 r 1 0.8 |

06 | ‘\ ] 06 |

04t ] 04 |

02t K\ ] 02| w\
0

Figura 4: Solucdes para porosidade transiente nos terpo8.100703 et = 0.600761.

Sw
Sw

5. Concludes

Neste trabalho foi apresentado um esquema de discratizzaya um modelo de acopla-
mento hidromecanico, considerando escoamento bifa$estes numéricos mostraram as po-
tencialidades da técnica de pbs-processamento de R&#levkin para a obtengao dos campos
de velocidade conservativos, bem como a acuracia do esqdempredicdo e correcao empre-
gado nas equacoes de transporte. Nos trabalhos futupsmos a extensao da implementagao
numeérica para trés dimensoes e a utilizacao de métodméricos para o transporte mais pre-
cisos, como o0 método KT Ribeiro (2007) e a familia dos mésade Galerkin Descontinuo que
apresentam menor difusao artificial e propriedades dbiédtale tao boas quanto as do método
NT. Também propomos a utilizagdo de métodos iteratialto desempenho para a resolugao
do sistema linear da poromecanica, o que nos permitiréeaial discretizacao apresentada neste
trabalho em problemas de grande porte.
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