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Resumo. Neste trabalho é discutida a solugao de problemas ndo-lineares pelo método de Newton inexato con-
stderando a solugio do sistema linear resultante em cada itera¢do pelo método dos residuos minimos generalizados
(GMRES) e pelo método das dire¢bes conjugadas & esquerda (LCD). Sio desenvolvidos estudos comparativos da
eficiéncia computacional dos dois métodos iterativos lineares citados no contexto do método de Newton inezato para
um problema de transferéncia de calor com condutividade quadrdtica e um problema de convecgdo e difusdo. Sao
apresentados também duas estratégias de escolha do critério de parada a ser adotado em cada iteragio nao-linear.

Palavras chave: Método de Newton Inezato, Método do Residuo Minimo Generalizado (GMRES), Método das
Diregées Conjugadas o Esquerda (LCD).

1. Introducao

O uso de técnicas numéricas para a solu¢do de problemas complexos de engenharia é hoje uma realidade,
principalmente devido ao desenvolvimento de computadores de alta velocidade e de grande capacidade de
armazenamento. A modernizagdo dos computadores associada ao desenvolvimento de novas técnicas numéricas
tem permitido, por exemplo, a solucdo de fenémenos complexos de mecanica dos fluidos envolvendo termos
difusivos, convectivos e nio-lineares (Fortuna, 2000). Em geral, os processos de solugio recaem na necessidade
de resolver sistemas de equacbes algébricas lineares e nao-lineares. O método de Newton é uma excelente
alternativa de solucao para sistemas nao-lineares pois possui ordem de convergéncia quadrética, requerendo,
porém, a soluc¢do de um sistema linear em cada iteragdo, o que o torna computacionalmente caro (Kelley, 1995).

A escolha do método a ser adotado na solug@o do sistema linear é muito importante, uma vez que esse é
o passo do algoritmo que requer maior esforco computacional. Para problemas de grande porte os métodos
diretos sdo proibitivos, pois em geral as matrizes originadas dos processos de discretiza¢ao sao esparsas. Uma
alternativa bastante utilizada sao os métodos iterativos nao-estacionarios baseados nos subespacos de Krylov
(Saad, 1996). O sucesso destes métodos ndo-estacionarios estd na implementagdo eficiente do produto matriz-
vetor e na escolha de um precondicionador adequado.

Quando o método das diferencas finitas é utilizado para obter a equagao ndo-linear, as matrizes envolvidas
possuem uma esparsidade conhecida, apresentando apenas 5 diagonais contendo coeficientes ndo nulos. Em
geral essa matriz é denominada matriz pentadiagonal (Saad, 1996). Na implementagdo dos métodos iterativos
nao-estacionarios deve ser considerada uma forma de armazenamento que otimize ao maximo as principais
operacoes envolvidas nos algoritmos, que sao: produto matriz-vetor, produto interno de dois vetores e soma de
um vetor com o miltiplo de outro vetor.

Recentemente, Yuan et al., 2003, introduziram um novo algoritmo para resolver sistemas lineares nao-
simétricos, o método das diregdes conjugadas a esquerda (LCD). Este método é baseado no conceito de vetores
conjugados & esquerda e & direita para matrizes ndo-simétricas e ndo-singulares. Os experimentos iniciais
realizados em uma implementacdo em MatLab mostrou que o LCD possui taxas atrativas de convergéncia
quando comparado com outros algoritmos nao-estacionarios, tais como: Bi-CGSTAB, QMR e GMRES (Saad,
1996). Catabriga et al., 2004 e Silva et al., 2002, apresentaram alguns experimentos em formulagoes baseadas
no método dos elementos finitos. Os testes realizados por Catabriga et al., 2004, demonstram que o método



LCD converge em menos iteragoes que os demais, porém necessita de um tempo maior para a convergéncia,
pois cada iteracdo do método LCD é mais cara computacionalmente.

Neste trabalho sdo apresentados algoritmos de solugao de problemas ndo-lineares discretizados por diferencas
finitas utilizando os métodos LCD e GMRES para resolver os sistemas lineares necessérios em cada iteragao
ndo-linear. Além disso, sdo consideradas duas formas de escolher a tolerancia para o método iterativo definidas
por Papadrakakis, 1993 e Kelley, 1995. Testes comparativos entre os métodos LCD e GMRES, juntamente com
as escolhas das tolerancias, sdo apresentados. O restante deste artigo é organizado como se segue. Na secdo
2 sao descritas as principais idéias do método de Newton inexato, incluindo duas formas para a escolha da
tolerancia dos métodos iterativos. Na secdo seguinte sdo apresentados os métodos iterativos GMRES e LCD.
Os resultados para dois problemas bidimensionais simples nio-lineares sdo apresentados na sec¢do 4 e logo apos,
as principais conclusoes dos testes realizados.

2. O método de Newton inexato

Um sistema de equagdes algébricas nao-lineares pode ser escrito como F'(z) = 0, supondo que F tenha
derivadas continuas em R™. A variagdo da funcdo F' com relagdo a x é representada pela matriz Jacobiana J.
O método de Newton determina a sequéncia de solu¢bes aproximadas dadas por xx11 = x + Sk, onde o vetor
sy € calculado a partir da solucgdo do sistema linear, J(zy)sr = — F(z).

A estratégia de resolugdo dos sistemas de equacdes ndo-lineares pelo método de Newton classico requer
a solucao de um sistema linear em cada iteracdo k do método. Por este motivo, problemas de grande porte
tornam-se dispendiosos do ponto de vista computacional. No entanto, uma maneira de torna-lo economicamente
viavel consiste em utilizar métodos iterativos na resolucao dos sistemas lineares. Deste procedimento surge o
que denotamos por método de Newton inexato, que é uma implementagao do método de Newton na qual um
solucionador linear iterativo é usado na resolu¢ao dos sistemas lineares. Neste trabalho, os métodos LCG e
GMRES foram utilizados na resolucao dos sistemas lineares originados a partir de sistemas nao-lineares.

O céalculo das solucoes lineares no inicio das iteragées nado-lineares ndo necessita de grande precisdo. En-
tretanto, esta necessidade aumenta & medida em que as iteragoes ndo-lineares aproximam-se da solucgdo final.
Portanto, a idéia desta variacao do método de Newton, também conhecida por Newton truncado, é minimizar o
esfor¢co empregado para a solucdo dos sistemas de equagoes lineares quando a dire¢do de busca néo-linear estiver
longe da solugédo de equilibrio (Elias, 2003). Assim, o esfor¢o computacional no método de Newton inexato pode
ser controlado por um parametro calculado, 7y, que representa a tolerancia para o sistema linear dentro da
iteracao nao-linear k.

No presente trabalho sao utilizados dois métodos de determinacao do critério de parada para os sistemas
lineares; o primeiro, sugerido por Papadrakakis, 1993 e o segundo, por Kelley, 1995. A condi¢o para o término
das iteracGes ndo-lineares é baseada no tamanho do residuo ndo-linear relativo, || F(z)||/||F(zo)||, pois este
representa um bom indicador para o tamanho do erro na iteracdo nao-linear. O critério de parada adotado para
as iteragOes nao-lineares consiste em uma combinagao linear entre o valor absoluto e o valor relativo do residuo
na iteracdo corrente, 7,19 + 7., sendo 19 = ||F(x0)||, ou seja, o residuo da condigdo inicial zg. A seguir sdo
apresentados os critérios de parada citados.

2.1. Critério de Papadrakakis

O calculo da tolerancia do sistema linear apresentado por Papadrakakis, 1993 sugere que:

()]l

To

1 = min{Nmaz; ( )}, (1)
sendo Mz € 0 < t < 1, parametros dependentes do problema a ser resolvido. Desta forma, o algoritmo
do método de Newton inexato para a resolucao de sistemas de equacoes nao-lineares utilizando o critério de
Papadrakakis é o descrito por:

Algoritmo 1 - Newton inexato - Papadrakakis

1. Dados F, J, xg, Ta, Try Mmaz, t

2. 1o = ||F(z0)]|

3. Enquanto || F(x)|| > 7.ro + 74 faca
3.1. 1 = min{ima, (L)1)
3.2. Calcular J(z)
3.3. Resolver J(x)s = —F(x) com tolerdncia n
34. z=x+s
3.5. Awaliar F(z)
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2.2. Critério de Kelley

Segundo Kelley, 1995, a medida do grau de aproximacdo com que a iteracdo ndo-linear se aproxima da
solucao é dada por:

[1F (ze—1)]?
onde v € (0,1] é um parametro dependente do problema a ser resolvido. Se 77,;4 for uniformemente limitado
longe de 1, fazendo 1 = n{* para k > 0 obtém-se convergéncia quadratica. Desta forma, a tolerancia utilizada
na solugdo do sistema linear é eficientemente explorada. Para determinar o valor da tolerancia na primeira
iteracdo e nas iteragoes subsequentes, mantendo o limite da escolha sempre longe de 1, tem-se:

B _ Nmazx k=0
T _{ min(maz,1;), k>0 ®)

O parametro 7,4, € o limite superior da sequéncia 7,k = 1,2,.... Os valores sugeridos em Kelley, 1995, sao
¥ = 0.9 € Nmax = 0.9999. Entretanto, é possivel que 17 seja pequeno demais para uma ou mais iteragdes
enquanto a iteragao nao-linear ainda esteja longe da solucao do problema. Para evitar que isto ocorra, Kelley,
1995, sugere que se 7,1 for suficientemente grande, o valor seguinte, 75, ndo pode decrescer muito mais que
um fator de n,_1, e isto pode ser reescrito da seguinte forma:

nmax} k: = 0
ne = mz:n(nmam,n,f), B k>0 e yni_; <0.1, (4)
mMin(Nmaz, maz(n;, 7'Y771%71)) k>0 e ’y17,%71 > 0.1

sendo 0.1 uma constante arbitraria. O algoritmo de Newton inexato utilizando o critério definido por Kelley,
1995, é descrito a seguir.

Algoritmo 2 - Newton inexato - Kelley
1. Dados F, J, L0y Tas Try Nmazx,”

2. 1o = ||F'(zo)]|
3. iter =0
4. Enquanto ||F(z)|| > 7,10 + 7o faga

4.1. Se (iter = 1) entdo

Niter = Nmax
Sendo Se (YnZe,_, < 0.1) entdo

) F(@iter)|”

Sendo
| F(@iser) | 2 )

Niter = MIN(Nmaz, max('yma YMiter—1
4.2. Calcular J(Titer)
4.3. Resolver J(xiter)s = —F(Xiter) com tolerdncia niter
4.4. Titer+1 = Titer + 8
4.5. Avaliar F(Titer+1)
4.6. iter = iter + 1

3. Solucgao do sistema linear

Neste trabalho serdo comparados, em termos de eficiéncia computacional, dois métodos iterativos para
solucdo de sistemas de equagdes lineares, esparsos e ndo-simétricos: o método do residuo minimo generalizado
(GMRES) e o método das diregdes conjugadas a esquerda (LCD), apresentados a seguir.

3.1. Método Iterativo GMRES

O método iterativo do residuo minimo generalizado (GMRES), desenvolvido por Saad and Schultz, 1986,
tem como principal objetivo minimizar a norma do residuo do sistema. Considerando uma solugdo inicial
o, uma solugdo aproximada é obtida através de xg + z, sendo z um membro do subespaco de Krylov K =
span{ro, Ar A%rg, ..., A¥=1ry} | onde k é a dimensdo do subespago e rg = b — Azg. O método GMRES procura
encontrar um z tal que a norma do residuo seja minima, isto &, g + z é solucdo do sistema se ||b — A(zo + 2)||
é minima.

O método GMRES possui como principal caracteristica a construcdo de uma base ortogonal no subespaco
de Krylov obtida através do processo de Gram-Schmidt Modificado sucedido por um processo de rotagdes no
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plano, denominado algoritmo QR (Saad and Schultz, 1986). O algoritmo do GMRES pode ser impraticavel
computacionalmente, pois a cada iteracdo os produtos matriz-vetor precisam ser armazenados, o que pode
ocasionar problemas de falta de memoéria quando for necessirio um grande nimero de iteragoes para resolver o
sistema linear. Uma alternativa para contornar esse problema é utilizar um algoritmo com restart limitando a
dimensao k do subespaco introduzido por Shakib et al., 1989. O Algoritmo 3 apresenta os principais comandos
dessa implementagcao.

Algoritmo 3 - GMRES(k)
1. Dados A, b, ljaz, k € €101
2. € = €010
3. 2=0
4. Paral=1,... 1 faca

4.2. e1 = ||U1H

4.3. Uy = Hz—il‘

4.4. Para i=1,...,k faca
Uiy = Auy

Para j=1,...,i faca
T
Pit1,j = i1ty
Ui = wig1 — Bi 5
RO = {Bis11, s Bigris [[uira )7
w Uit
i+1 MTwitall

Para j=1,...,i—1 faca

i) I Rl

j+1
r= /(02 + ()2
RV
Ci = ;ﬂ
b,
RO =
hz(Ql =0
éH—l = —S5i€;
€; = Ci€;

Se €;11 < € finalizar o loop i, x é solugio aprorimada.
4.5. Encontrar y tal que:

5 ACGRVAO
[ ) hy i 2
0 : : . — .
: R IO Yi-1 €i-1
0 ... o0 Y vi ¢

46. z =z + Z;Zl Yiuj
4.7. Se €41 < € finalizar o loop [, x € solugdo aproximada.

onde I, € 0 nimero méximo de iteragoes, €;,; € a tolerancia considerada e k é a dimensao do subespaco de
Krylov considerado para compor a solugao.

3.2. Método iterativo LCD

O método iterativo das dire¢des conjugadas & esquerda (LCD), recentemente apresentado por Yuan et al.,
2003, tem como objetivo encontrar a solugao do sistema em um conjunto ortogonal de dire¢coes de busca cujos
vetores tem a caracteristica de serem conjugados & esquerda da matriz A. Os vetores p1, po, . . ., pn s80 chamados
diregoes conjugadas & esquerda de uma matriz real ndo-singular A,,,, se p Ap; = 0 para i < j e p/ Ap; # 0
para i = j. E possivel provar que os vetores conjugados & esquerda de A sdo linearmente independentes.
Dessa forma, considerando uma aproximagao inicial zg, a solucao do sistema Az = b pode ser representada por
r=ux+ Z?Zl a;p;, onde 0s «;’s sao determinados unicamente por pi,pa,...,Pn € Tg.

O processo de obtencao das dire¢bes conjugadas a esquerda é apresentado em Yuan et al., 2003. O Algoritmo
4, inicialmente apresentado por Catabriga et al., 2004, representa o método LCD numa estrutura com restart
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analoga ao algoritmo GMRES(k) descrito pelo Algoritmo 3, limitando a dimensdo k do conjunto de diregdes de
busca da solucdo e reinicializando o processo iterativo a partir de uma determinada iteracao. Essa implementacao
com restart evita que todos os produtos matriz-vetor e matriz-transposta-vetor sejam efetuados e que todas as
diregoes conjugadas & esquerda sejam armazenadas.

Algoritmo 4 - LCD(k)
1. Dados xg, A, b, lmaz, k € €101
2. ro = b— Al‘o
. e = eot||7l
4. Escolha p, tal que pl Ap, # 0
5. Paral=1,... L. foca
5.1. Parai=1,...,k faca
P?Ti71
Q;-Tpi
Ty = Ti—1 + Qup;
Ti =Ti—1 — a;Ap;
5.1.2. Se ||r;|| < € entdo finalize o loop l, x; solu¢do aproximada.
5.1.3. Di+1 = T4
Para j=1,...,1 faca

w

o =

T
4 Pit1
Bi = a7 'pj
Pi+1 = pi+1 + Bip;
5.2. Escolha o novo p; tal que p? Ap; # 0

onde l,,,q, € 0 nimero maximo de iteragoes, €, € a tolerancia considerada e k é ntimero de vetores conjugados
4 esquerda considerados para o restart. E importante observar que o custo computacional de cada iteracio
do método LCD é maior que o custo computacional do método GMRES, ja que além do produto matriz-vetor
envolve um produto matriz-transposta-vetor.

4. Experimentos numeéricos

Nesta secao é comparado o desempenho do método GMRES com o0 método LCD utilizados no algoritmo de
Newton inexato na solugdo de dois problemas nao-lineares. Para cada método sdo empregadas as técnicas de
tolerancia fixa e de tolerancia varidvel, com os critérios de Papadrakakis, 1993 e de Kelley, 1995. O primeiro
experimento apresenta a solug¢do por diferencas finitas centrais de uma problema de transferéncia de calor,
cuja condutividade varia quadraticamente com a temperatura. O segundo experimento apresenta a solucdo,
também por diferengas finitas centrais, de um problema de conveccdo e difusdo ndo-linear. Nos dois problemas
as tolerancias utilizadas no método de Newton inexato sdo 7, = 1072 e 7. = 107!2. Os parametros para o
critério de Papadrakakis sao 7, = 0.999 e t = 0.5, e para o critério de Kelley 30 74 = 0.999 ¢ v =0.9. A
tolerancia fixa considerada em todos os testes foi de 107°.

4.1. Transferéncia de calor com condutividade quadratica

O problema de transferéncia de calor utilizado para realizar experimentos satisfaz a equacao:
—V.(k(u)Vu) =0 em (0,1)x (0,1) (5)

onde k(u) = 0.001(1 + 0.01u + 0.0002u?) e condigdes de contorno iguais a u(z,0) = u(1l,y) = 10 e u(z,1) =
u(0,y) = 100. As Fig. 1(a) e 1(b) mostram, respectivamente, a solu¢do numeérica obtida para o problema de
transferéncia de calor para os métodos GMRES(10) e LCD(10), considerando o dominio discretizado por uma
malha com 64 divisdes iguais nos eixos = e y, e o critério Papadrakakis. Os dois métodos apresentam a solucao
esperada e sdo virtualmente iguais. A Tab. 1 apresenta o namero total de iteracoes dos métodos GMRES e
LCD e o tempo de CPU para a convergéncia do método de Newton inexato considerando uma malha quadrada
com 512 divisGes iguais nos eixos x e y, para diferentes nimeros de vetores para o restart.

Neste exemplo o método LCD obteve desempenho melhor do que o método GMRES, tanto para o critério de
tolerancia fixa quanto para os critérios de tolerancia varidvel. Além disto, o aumento de vetores para o restart
melhora o desempenho do GMRES e piora o desempenho do LCD, mas ainda este apresenta um desempenho
melhor que o obtido para o método GMRES. Neste testes o tempo de CPU, necessario para a convergéncia do
método LCD, foi consideravelmente menor que no método GMRES, sendo o menor tempo obtido quando foi
utilizado 5 vetores para o restart e o critério de Papadrakakis. A Fig. 2 mostra o comportamento do residuo
nao-linear do método de Newton inexato para o problema de transferéncia de calor considerando tolerancia fixa,
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(a) GMRES(10) (b) LCD(10)

Figura 1: Problema de transferéncia de calor - Solu¢do aproximada considerando uma malha com 64 divisdes
iguais nos eixos x e y, 10 vetores para o restart e o critério Papadrakakis.

Tolerancia (5 vetores) GMRES(5) LCD(5)
Iteragdes | Tempo(min) | Iteracoes | Tempo(min)
Fixa (107°) 42415 456.42 2519 32.22
Papadrakakis 30526 307.38 1803 24.61
Kelley 46245 488.90 2322 31.50
Tolerancia (10 vetores) GMRES(10) LCD(10)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracdes | Tempo(min)
Fixa (107°) 22364 411.98 2548 68.31
Papadrakakis 15608 300.25 1775 47.65
Kelley 21752 419.31 1761 47.13
Tolerancia (20 vetores) GMRES(20) LCD(20)
Tteragoes | Tempo(min) | Iteragoes | Tempo(min)
Fixa (107°) 11619 338.93 2645 88.23
Papadrakakis 7511 231.24 1783 63.10
Kelley 6752 203.94 1774 60.47
Tolerancia (40 vetores) GMRES(40) LCD(40)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracoes | Tempo(min)
Fixa (107°) 5745 318.16 2443 157.95
Papadrakakis 3429 189.84 1878 118.72
Kelley 3891 211.86 1728 107.79

Tabela 1: Problema de transferéncia de calor - Desempenho dos algoritmos GMRES e LCD no método de
Newton inexato considerando uma malha com 512 divisdes iguais nos eixos z e y.

o critério Papadrakis e critério Kelley, para os métodos GMRES(10) e LCD(10) utilizando uma malha com 512
divisGes iguais nos eixos = e y. Observa-se na Fig. 2 que o residuo ndo-linear cai mais rapidamente quando é
utilizado o critério de tolerancia fixa. No entanto, os menores tempo de CPU, para os métodos GMRES e LCD,
aconteceram quando foi utilizado algum dos critérios de tolerancia variavel.

As técnicas de tolerancia varidvel em geral apresentam melhores desempenhos do que a técnica de tolerancia
fixa e possuem uma influéncia significativa no nimero final de iterac¢oes lineares obtidas. Na maioria dos casos
estudados neste exemplo, o critério de Kelley mostrou-se mais eficiente em reduzir o tempo de CPU quando
foi utilizado o método LCD, apesar do menor tempo de CPU acontecer quando foi utilizado 5 vetores e o
critério de Papadrakakis. J4 no método GMRES, o critério de Papadrakakis teve um desempenho melhor na
maioria dos casos, com o menor tempo obtido quando foi utilizado 40 vetores. As Figuras 3(a) e 3(b) mostram,
respectivamente, o nimero de iteragdes lineares em cada iteracdo ndo-linear usando os métodos GMRES(10) e
LCD(10), considerando tolerancia fixa e os critérios de Papadrakakis e Kelley. Pode-se observar que o nimero de
iteracoes nao-lineares quando foi utilizado tolerancia fixa é muito menor do que nos casos de tolerancia variavel.
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No entanto, o ntamero de iteragdes lineares na maioria dos passos nao-lineares é superior quando foi utilizado
tolerdncia fixa. O critério de Kelley no método GMRES exigiu um nitimero muito grande de iteragdes no ultimo

passo nao-linear, o que resultou em um tempo de CPU maior. Apesar de possuir este mesmo comportamento
no método LCD, este critério conseguiu um desempenho melhor.
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(a) GMRES(10) (b) LCD(10)

Figura 2: Problema de transferéncia de calor - Tteracdes ndo-lineares x ||F(u*)| - Malha com 512 divises iguais
nos eixos x e y e 10 vetores para o restart.
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(a) GMRES(10). (b) LCD(10).

Figura 3: Problema de transferéncia de calor - Numero de iteragoes lineares usando diferentes critério de tole-
rancia - Malha com 512 divisoes iguais nos eixos = e y e 10 vetores para o restart.

Em relacido ao ntimero de vetores utilizados, observa-se que o método LCD convergiu em um niimero menor
de iteracoes quando passou-se de 5 para 10 vetores. No entanto, o tempo de CPU aumenta. No método GMRES,

o tempo de CPU diminuiu quando aumentou-se o numero de vetores. O melhor desempenho do método GMRES
aconteceu quando foi utilizado 40 vetores e o critério de Papadrakakis.

4.2. Problema de convecgao e difusao nao-linear

O problema de convecgao e difusdo utilizado para realizar experimentos satisfaz a equagao:

~V2u+20uV.au=g em(0,1) x (0,1), (6)
sendo g tal que a solugao exata

é dada por u(xz,u) = 10zy(1l — x)(1 — 31)6934'5 e com condigdes de contorno
u(z,0) = u(l,y) = u(z,1) = u(0,y

) = 0. As Fig. 4(a) e 4(b) mostram, respectivamente, a solu¢gdo numérica
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obtida para os métodos GMRES(10) e LCD(10), considerando o dominio discretizado por uma malha com 64
divisOes iguais nos eixos = e y, e o critério Papadrakakis. Os dois métodos apresentam a solugao esperada e sao
virtualmente iguais. A Tab. 2 apresenta o nimero total de iteragoes dos métodos GMRES e LCD e o tempo
de CPU para a convergéncia do método de Newton inexato utilizando uma malha quadrada com 512 divisdes
iguais nos eixos z e y, para diferentes nimeros de vetores para o restart.

(a) GMRES(10) (b) LCD(10)

Figura 4: Problema de convecgdo e difusdo - Solucdo aproximada considerando uma malha com 64 divisoes
iguais nos eixos z e y, 10 vetores para o restart e o critério Papadrakakis.

Tolerancia (5 vetores) GMRES(5) LCD(5)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracoes | Tempo(min)
Fixa (107°) 35834 372.68 8835 113.88
Papadrakakis 7063 73.48 4214 57.97
Kelley 6214 64.91 12614 172.07
Tolerancia (10 vetores) GMRES(10) LCD(10)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracdes | Tempo(min)
Fixa (107) 17903 318.07 4907 132.84
Papadrakakis 3144 55.86 1754 46.85
Kelley 3444 64.31 3243 87.29
Tolerancia (20 vetores) GMRES(20) LCD(20)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracoes | Tempo(min)
Fixa (107°) 9098 276.92 12809 463.17
Papadrakakis 1721 50.90 1414 49.85
Kelley 2450 72.15 2132 76.46
Tolerancia (40 vetores) GMRES(40) LCD(40)
Tteragdes | Tempo(min) | Iteracdes | Tempo(min)
Fixa (107) 4495 245.62 2062 178.59
Papadrakakis 1319 61.67 1481 90.64
Kelley 1650 85.15 1678 106.14

Tabela 2: Problema de conveccdo e difusdo - Desempenho dos algoritmos GMRES e LCD no método de Newton
inexato considerando uma malha com 512 divisdes iguais nos eixos x e y.

Neste segundo exemplo observa-se algumas mudancas no comportamento dos dois métodos, tanto em relagao
aos critérios utilizados quanto em relacdo ao nimero de vetores para o restart. Para o método LCD, o critério
de Papadrakakis apresentou melhor desempenho que o de Kelley na reducao total do nimero de iteracoes
lineares. O melhor desempenho aconteceu com o critério de Papadrakakis e 10 vetores para o restart. Para
o método GMRES, o critério de Papadrakakis tamém representou o melhor desempenho, fornecendo o menor
tempo quando foi utilizado 20 vetores para o restart. Neste exemplo, o desempenho do método LCD foi um
pouco melhor que o método GMRES. No entanto, como esta eficiéncia nao foi significativa, pode-se dizer que os
dois métodos sdo competitivos. As Fig. 5(a) e 5(b) mostram o comportamento do residuo nio-linear do método
de Newton inexato e as Fig. 6(a) e 6(b) mostram o ntimero de iteragoes lineares em cada iteracdo nao-linear,
usando os métodos GMRES(10) e LCD(10). Neste exemplo, o critério de Papadrakakis apresentou o melhor
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desempenho nos dois métodos, apesar de ter decaimento mais lento para o residuo nao-linear. Isto foi possivel
devido ao baixo nimero de iteragoes lineares em cada passo ndo-linear.
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Figura 5: Problema de convecgdo e difusdo - Iteragdes ndo-lineares x || F(u*)|| - Malha com 512 divisdes iguais
nos eixos x e y e 10 vetores para o restart.

8000

T 2500
Fixa ——

lea‘ —
7000 T Kelley ----%--- Kelley -------

2000 ||
6000 1

Il
5000 [-|

1500 | |
|
|
[
\ 000 F | |
3000
[\
2000 - I

500 |- |
) +
1000 | /

s i
0 5 10 15

(a) GMRES(10).

ol SedaweX U
20 %

- LS A

0 5 10 15 20 25 30

(b) LCD(10).

Figura 6: Problema de conveccao e difusdo - Numero de iteragoes lineares usando diferentes critério de tolerancia
- Malha com 512 divisGes iguais nos eixos x e y e 10 vetores para o restart.

5. Conclusoes

Neste artigo foi apresentado um estudo comparativo entre os métodos LCD e GMRES quando utilizados na
resolucao dos sistemas lineares presentes em cada iteracao nao-linear do método de Newton inexato e na dis-
cretizagdo por diferencas finitas centrais de dois problemas: transferéncia de calor com condutividade quadratica
e convecgao e difusdo ndo-linear. Sao comparados também a eficiéncia de dois critérios de parada para os sis-
temas lineares: o critério sugerido por Kelley e o critério sugerido por Papadrakakis. O método LCD teve um
desempenho melhor nos dois exemplos estudados. No primeiro caso, o0 método LCD resolveu o problema em
24.61 (min) e o método GMRES em 189.84 (min) quando sdo comparados os melhores resultados obtidos nos
dois métodos. No segundo caso, os métodos foram comparativos em termos de eficiéncia computacional, com
46.85 (min) para o método LCD e 50.90 (min) para o método GMRES. Independente do método e do namero
de vetores para o restart utilizados, observa-se que as técnicas de tolerancia varidvel reduzem tanto o nimero
de iteracoes lineares na resolucdo dos problemas implementados quanto o tempo de execucdo, sendo as me-
lhores solugoes obtidas utilizando o critério de Papadrakakis. Além disto, a implementagdo do algoritmo LCD
utilizando a técnica do restart é uma opc¢ao bastante eficiente na redu¢ao do namero de produtos matriz-vetor
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e matriz-transporta-vetor, assim como na reducdo do nimero de direcdes conjugadas & esquerda que neces-
sitam ser armazenadas. Mais testes e uma nova implementagao do método LCD que nao necessita de dois
produtos matriz-vetor, apresentado por Dai and Yuan, 2004, serao estudados e sua eficiéncia comparada com
implementagoes anteriores.
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Abstract. This work studies the solution of nonlinear systems using an ineract Newton method where the approzimate
solution of the resultant linear system at each iteration is obtained by the generalized minimum residual method (GM-
RES) or by the left conjugated direction method (LCD). We use a spatial discretization based on central finite difference
formulation of the heat equation and the convection-diffusion equation. Owur discussion considers comparison studies
between the computational efficiency of the two linear solvers and some issues related to the choice of the forcing term
in the inezact Newton method.

Keywords . Inexact Newton Method, Generalized Minimum Residual Method (GMRES), Left Conjugated Direction
Method (LCD).
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