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Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpol
Obtenc¢ao do polindm terpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Definicdo:
@ Interpolar uma fungdo f(x) consiste em aproximar essa fungdo
por uma outra g(x) em geral mais simples e que coincida com

a fung3o f(x) em um conjunto de pontos. A funcdo g(x) é
entdo usada em substituicdo a fungdo f(x).

@ A interpolacdo permite construir um novo conjunto de dados
a partir de um conjunto discreto de dados pontuais
previamente conhecidos.

@ Através da interpolagdo, pode-se construir uma funcdo que
aproximadamente se “encaixe” nestes dados pontuais.
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Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Aplicagdes:
@ Obtencio de valores intermedidrios em tabelas.

@ A func3o tem uma expressao muito complicada ou de dificil
manipulacdo e queremos avaliar a funcdo em um conjunto de
pontos.

@ A funcdo é desconhecida, tem-se apenas um conjunto de
valores e queremos derivar ou integrar a fungao.

Formas de interpolagdo:
@ Interpolacao utilizando fun¢bes polinomiais.

@ Interpolacado utilizando fungdes trigonométricas, expansao por
séries, etc. i \cad



Interpolagéo Polinomial . -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindr interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Estimativa para /In2 usando interpolacdo linear, quadratica e clbica.
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Interpolacdo Polinomial TEEhEe = B ahED

Condigoes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

llustracao da possivel divergéncia de uma previsdo extrapolada.

flx)

| Interpolagéo | Extrapolagao
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polinémio
interpolador

X X B x

i \cad



Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigdes de interpolagdo
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

A interpolacdo polinomial consiste em determinar o tnico polindmio de
grau n, g(x) = pn(x), que passa pelos n+ 1 pontos dados.

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ""‘Xn
Ysz(Xk)‘}/o\}d \)@ \ ‘yn

Condi¢des de interpolacdo:
P,—,(X,'):f(X,'), i:071727"' ) N

Esse polindmio fornece uma férmula para calcular valores intermedidrios,
f(X) para X € [x1, Xn].

Teorema: Seja f(x) uma fungdo conhecida em n + 1 pontos distintos
X0, X1, X2, "+, Xp. Existe um dnico polindmio p(x) de grau menor ou igual
a n, tal que, :
pn(xi) = f(xi), i=01,2---,n #igh \cad



Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condig de interp
Obtengdo do polindi erpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Pn(X)230+31X+32X2+"'+anx"

Usando as condi¢oes de interpolagdo,

pn(XO) = ao+81X0+32X§+~“+3,-,X67 = f(Xo)
p(x1) = 20+31X1+22X12+"‘+aan: f(x)
Pn(Xs) = a0+ aix,+ a2 x,% +- ot anx = f(xp)

obtemos um sistema linear, envolvendo a matriz de Vandermonde. Se
X0, X1, ** , Xn S30 distintos, o sistema tem solu¢do dnica (det # 0).

1 x x2 - x| [ao f(xo)

1 xx X2 - x| |a f(x1)

. . B . ’z b l

1 x, x> - x"| |an f(xn) T lcad



Interpolagéo Polinomial A -
polac Interpolacao x Extrapolacao

Condigoes de interp
Obtenc¢ao do polind erpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Embora exista um e sé um polindmio de grau n que passa por n + 1
pontos, ha diversas férmulas matematicas nas quais esse polinémio pode
Sser expresso:

© Resolucdo do sistema linear
@ Forma de Lagrange, Forma de Newton
© Splines, polindmios de Chebyshev, etc

A resolucdo do sistema linear pode ser computacionalmente ineficiente
e depende das condicles de estabilidade da matriz de Vandermonde.
Vamos observar também que polindmios de grau elevado podem causar
instabilidade nos esquemas de interpolacdo (fendmio de Runge).
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Interpolacdo Polinomial

Interpolacao x Extrapolacao
Condigdes de interpolaga
Obtenc¢ao do polindmio interpolador

Formas para o polindmio interpolador
Exemplo

Encontre o polindmio de grau < 2 que interpola os pontos da tabela abaixo
e calcule uma estimativa para f(—1).

Usando as condi¢des de interpolagio em ps(x) = ap + aix + axx?, temos

pa(—2) = ao+a(-2)+a(-2)2=3 = ay—2a; +4a =3
p2(0) = ao+31(0)+32(0)2:1 = a=1
pg(l) = ao+31(1)+82(1)2:—1 = a+a+a=-1
S a—la— - =
o =1, a1 = 3,32— 3
1
pz(x)zl—gx—gx2
1 7 o
pa(-1) =1~ g(—l) —3(-1)?=3=233% Hiji lcad



Forma de Lagrange Definicao
Exemplo
Dispositivo Pratico

Pseudocédigos

Dada a tabela de pontos

X | xolalxl[- | x
n=fMJ\m\n\m\~-\n

o polindmio de Lagrange pode ser representado por

pn(x) = yoLo(x) + y1L1(x) + - -+ + yaLa(x)

onde
Lk(X) - polin6mio de grau n
L(xj)) = 1sej=k
0se j#k
= Lk(X) = (X - XO)(X - X1) R (X - kal)(x - Xk+1) e (X _ Xn)

(Xk - XO)(Xk - X1) co (Xk - Xk—l)(Xk - Xk+1) s (Xk - Xn)

= fi a— i lcad
j=0 Xk — Xj v,gh g
Jj#k
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Forma de Lagrange Definicao

Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Encontre o polinémio de Lagrange de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

Xk ‘ -2 ‘ 0 ‘ 1
f(xx) ‘ 3 ‘ 1|-1
pa(x) = 3Lo(x) + 1L1(x) — 1La(x)
onde
Lo(x) = (x=0)(x—-1) (x+2)(x —

e+ 2)(x-0)
EET e L) =121 =0)

1)
(0+2)(0_1)

= pa(—1) = 3Lo(—1) + Ly(=1) — Lp(—1) = 3(%) +1+ % = % =2333

Observacdo: o polindémio interpolador é (nico

1 1
pa(x) = §X(X -1)- §(X +2)(x—1)— §(X +2)x
1-— %x - %xz v.éﬁ lcad
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Forma de Lagrange Definicao
Exemplo
Dispositivo Pratico

Pseudocédigos

Dispositivo Pratico:

pa(x) = YOLo( )+y1/-1( )+ -+ yaln(x)
B o (x — xk)
- Zykl_[xk—x(x—xk)
J#k
N Y
= Gy Ekk
(x=x) (o—x) -+ (x—xn)
_ (x1—x0) (x=x1) - (x1—xn)
(a=x0) Go=x) o =x) ]

onde
G4 = produto da diagonal

G = produto dos elementos da (k + 1)-ésima linha
13-32
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Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Pseudocédigo do método de Lagrange [2]: (20 + 3n + 1)
adicdes/subtracdes, (n® -+ n) multiplicacdes e (n?+ n) divisdes para avaliar
a interpolagdo em um ponto.

Algoritmo Lagrange_Expressao_1
{ Objetivo: Interpolar usando polindmio de Lagrange }
parametrosdeentrada m, x, y, z
{ nimero de pontos, abscissas }
{ ordenadas e valor a interpolar }
parametro desaida r { valor interpolado }
r« 0
para i « I até m faga
p < yli)
para j « 1 até m faca
se i # j entao
p+ px*((z—x())/(x(i) = x(j))

fimse
fim para
r—r+p
fimpara ’.ﬂgﬁ lcad
fimalgoritmo
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Forma de Lagrange Definicao
Exemplo

Dispositivo Pratico
Pseudocédigos

Pseudocédigo do método de Lagrange [1]: (20> + 3n + 1)
adicBes/subtracdes, (2n? + 3n + 1) multiplicagdes e (n + 1) divisdes para
avaliar a interpolacdo em um ponto.

Algoritmo Polinémio_Lagrange
{ Objetivo: Interpolar valor em tabela usando polinomio de Lagrange }
parametros de entrada m, x, y, z

{ mimero de pontos, abscissas, ordenadas e valor a interpolar }

parametro de saida r { valor interpolado }

re— 20
para i + 1 até m faga
ce—1.d«1

para j + 1 até m faga
se | # j entao
ccx(z—x(f); d dx(x(i) — x(j))

fimse
fimpara
rer+y(i)xc/d
fimpara .
fimalgoritmo ,_f’gﬁ lcad

15-32



Erro na Interpolacao

Teorema: Seja [a, b] um intervalo que contém os pontos xg, X1, , X,
e f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas em [a, b]. Pode-se
mostrar que o erro do polindmio interpolador no ponto x € [a, b] é dado
por

AR

£ = F( = pnl) = T3,

(x=x0)(x=x1) - (x=x), & €]la,b]

Limitante para o erro:

E] = 1F(3) = )] < g ¢ = 30)(x = ) - = )

(n+1
onde M, = max |f("1)(x)|
x€la,b]

i \cad
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Dada a tabela de pontos

Xk ‘XO‘XI‘XQ""‘Xn—l‘Xn
ve=Ff0a) [ yo [y |y |- | yne1 | ¥m

o polindmio de Newton pode ser representado por
Pn(x) = dot+di(x—xo)+da(x—x0)(x—x1)+- - -+dn(x—x0)(x—x1) - - - (Xx—Xp—1)

onde

dk = f[xk, Xk—1, -+ ,xo] = diferencas divididas de ordem k entre os pontos
(XanO)v (X13y1)7 Tty (Xk7yk)
O polinémio de Newton tem a caracteristica de recorréncia, isto é, o

polinbmio de grau n pode ser calculado usando o polindmio interpolador
de grau n — 1 e um novo ponto. Ou seja,

Pr(x) = Pr1(x) + dn(x — x0)(x = x1) -+ (x = x0_1) i \cad
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

A forma de Newton para o polindmio interpolador:

pn(x) =do+ di(x — x0) + -+ dn(x — x0)(x — x1) -+ - (X — Xp—1)

polinémio de grau 0 que passa por (xo, f(x0)): po(x) = do
= po(X()) =dy = f(Xo) = dy= f(Xo) = f[Xo]

polinémio de grau 1 que passa por (xo, f(x0)), (x1, f(x1)):
p1(x) = po(x) + di(x — x0)

po(x) interpola f(x) em (xo, f(x0))
= p1(x0) = po(x0) = f(x0)

= Pl(Xl) = f(Xo) + dl(Xl — Xo) = f(Xl)
Fa) () i cad

X1—Xo

= d; = :f[Xl,Xo]
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

polindmio de grau 2 que passa por (xo, f(x0)), (x1, F(x1)), (x2, f(x2)):
pa(x) = p1(x) + da(x = x0)(x = x1)

p1(x) interpola f(x) em (xo, f(x0)), (x1, f(x1)):

= p2(x0) = p1(x0) = f(x0)

= pa(x1) = pi(x1) = f(x1)

P2(x2) = F(x0) + L0036y — ) + dy(32 — 30) (32 — x1) = F(2)

fxe)—f(x0)

X2 —Xpo

— f[x1, xo] _ fx2, x0] — flxo, x1]

= f[x2, X0, x1]
X2 — X1 X2 — X1

= dr, =

Observagdo: f[xk,--- ,x1,Xo] é simétrica nos argumentos, ou seja,
f[Xk, e 7X17X0] = f[Xjk7 e 7le?XjO]7

onde jk,---,j1,/0 é qualquer permutagao de k,--- ,1,0

1) lcad

= dr = f[x2, x1, 0]
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

do = flx] = f(x) Ordem 0
d = flx,x] = fbal = fix] = fa) = f(x) Ordem 1
X1 — Xo X1 — Xo
d2 = f[Xz,Xl,Xo] = f[X2’X1] — f[XLXO] Ordem 2

X2 — Xp
di = flxe, o xa,%] = P 2ol = Floxkes, o 0] Ordem k

Xk — Xo

Tabela das diferencas divididas [2]: descricdo gréfica da natureza recursiva

i Xj f(x) Primeira Segunda Terceira

0 ) fixo) > fx, %) >, x1, %] ——3 flx, x2, 2, %)

1 X1 foal =% flo, x) —=—% flo, 5 0] — % \cad
2 Xz ;\le flxa, xa] _—> )_ﬂﬁh =
3 X3 (xal
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Encontre o polinémio de Newton de grau < 2 que interpola os pontos da
tabela abaixo e calcule uma estimativa para f(—1).

f(Xk) ‘

pa(x) = do + di(x + 2) + do(x + 2)(x — 0)

2]0]1
311

onde

| Ordem 0 | Ordem 1 | Ordem 2

-2 3 -1 -0.333
0 1 -2
1 -1
= p(x) = 3—(x+2)—0.333(x + 2)x
pa(~1) = 3-1+0333=2333 B Lcac
Observacdo: pa(x) =3 — (x +2) — 3(x +2)x =1— 3x — 1x2

21-32



Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Teorema:  Seja [a,b] um intervalo que contém os pontos
X0, X1, ,Xn € f(x) uma fungdo com (n + 1) derivadas continuas
em [a, b]. Pode-se mostrar que 3 x € (a,b) e &, € (a, b) tal que

F (&)
f-[X,ka... ,X17X0] = m
Corolario:
|En(x)| = [f(x) = pn(x)| & dnt1](x — x0)(x — x1) - - (X — xp)]
onde dn41 = max|diferengas divididas de ordem (n+ 1) |

i \cad
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Definicdo
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Exemplo: calcule uma aproximag¢do para /n(4.5) usando um
polinbmio interpolador de grau 2 e estime o erro cometido, dada
a tabela de pontos abaixo.

x 1| 2 | 3 | 4 | 5 | 6
f(x)=In(x) | 0 | 0.6931 | 1.0986 | 1.3863 | 1.6094 | 1.7918

i \cad
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio
Pseudocédigo

Escolha do grau do polindmio: Se na vizinhaga do ponto de
interesse as diferencas divididas de ordem k s3o praticamente
constantes

= as diferencas divididas de ordem k 4 1 variam em torno de zero
(sdo bem pequenas)

= podemos escolher grau k para o polindbmio interpolador devido a
sua propriedade de recorréncia:

Pr+1(X) = Pr(x) + di1(x = x0) (x — x1) - -+ (x — xk)

Como dkt1 =0 = pry1(x) = p(x) ’
1) lcad
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Definicao

Propriedade

Exemplo

Estimativa para o erro
Escolha do grau do polinémio

Forma de Newton

Pseudocédigo

Exemplo: interpolar um polindmio de grau 2, f(x) = x?, dada a
tabela abaixo. Observe que vamos recuperar o polindmio original.

x |-1]0|1]3] 4
fx) | 1]0]1]9]16
Tabela de diferencas divididas:
Ordem 0 | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
-1 1 -1 1 0
0 0 1 1 0
1 1 4 1
3 9 7
4 16

pax) =1—-1(x+1)+1(x+1)x=1—-x—1+ x>+ x = x>

25_392
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Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio

Pseudocédigo

Pseudocédigo do método de Newton [2]:

SUBROUTINE NewtInt (x, y, n, x1, yint, ea)
LOCAL fddy,n
DOFOR 1 =0, n
fddi.o = ¥i
END DO
DOFOR j . n
DOFOR 1 =0, n —J
fdd]'u{ = (fddf.{.jm{_j - fddn‘uf_j)f(X;+j - X3}
END DO
END DO
Xterm = 1
yinty = fddoo
DOFOR order = 1, n
xterm = xterm # (X1 — Xorder—1)
yintZ = yintage—; + fddp opger * xterm
Eéorder—1 = ¥TNtZ — ¥ TNtorger—1
Yintorger = ¥int2 »
END order ;_f’éﬁ lcad
END NewtInt

I
-
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Definicao
Propriedade
Exemplo

Forma de Newton Estimativa para o erro
Escolha do grau do polindmio
Pseudocédigo

Avaliagdo do polindmio em um ponto usando parénteses encaixados
(processo de Horner):

p3(x) = do+ di(x —x0) + da(x — x0)(x — x1) + d3(x — x0)(x — x1)(x — x2)
do + (X — X()) [d1 + (X — Xl) [d2 + (X - X2)d3] ]

3 = d3

o = dy+ (X — X2)C3

a = d+ (X — X1)C2

G = do + (X — Xo)Cl
= = d;
= ¢ = d,'—‘r(X—X,')C,'Jrl, i=2,1,0

i Lcad

=c¢q = p3(x) v.&i\ =
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Escolha dos pontos de interpolacao
Fenémeno de Runge

Estabilidade na Interpolacao

A escolha dos pontos de interpolacdo podem causar instabilidades como
mostrado no exemplo abaixo [4].

Figura: polinémios de Lagrande de grau 4: duas solugdes usando valores
de entrada levemente pertubados no ponto zero. Apesar da pertubacio
ser pequena, a mudanc¢a no polindmio é grande.

i \cad
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Escolha dos pontos de interpolagdo

Fenémeno de Runge
Estabilidade na Interpolacao

Fenémeno de Runge: Sejam (n+1) pontos distintos igualmente espagados,
X0, X1, yXn . Mostra-se que G(x) = (x — xp) -+ (x — x,) assume seu
médulo méximo em um dos extremos (xg, x1) ou (Xp—1, Xn)-

Figura: A funcdo vermelha é a fun¢do de Runge, a azul é um poIin6mio,ﬁ’§ﬁ lcad
degraubeo representa um polindmio de grau 9 [4]. ) V
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Bibliografia Basica

Interpolacéo Inversa

Problema: Dado y € (f(xo), f(xn)), obter x tal que f(x) =y

Xk ‘Xo‘Xl‘XQ‘H-‘Xn
=Fx) |y |[yly2| - |y

Formas para resolver o problema:
@ Determinar o polindmio p,(x) que interpola em xp, x1, - , Xp
e, em seguida, encontrar X tal que p,(Xx) = ¥ (encontrar a raiz
do polinémio).
@ Se f(x) for inversivel em um intervalo contendo ¥, ent3o é
possivel inverter a tabela neste intervalo e fazer a interpolacio
de x = g(y), onde g(y) = f~1(x).
i \cad
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Bibliografia Basica

Interpolacéo Inversa

Exemplo: Dada a tabela abaixo, encontrar x tal que f(x) = 1.3
usando um polindmio interpolador de grau 2 na forma de Newton.

x 0] 01 | 02 | 03 | 04
f(x) =€ | 1] 1.1052 | 1.2214 | 1.3499 | 1.4018

i \cad
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Bibliografia Basica

Interpolacéo Inversa

Bibliografia Basica

[1] Algoritmos Numéricos, Frederico F. Campos, Filho - 22
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