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Fórmulas de Newton-Cotes
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Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

Fórmulas de Newton-Cotes:

f (x) = pm(x) + Em(x)

onde pm(x) = polinômio interpolador de grau m
Em(x) = erro na interpolação

⇒
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
pm(x)dx +

∫ b

a
Em(x)dx

Fórmulas:
1 A regra dos Trapézios (m = 1)
2 A regra 1/3 de Simpson (m = 2)
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A regra dos Trapézios usando um subintervalo em [a, b]:∫ b

a
f (x)dx ≈

∫ b

a
p1(x)dx = f (a)+f (b)

2 (b − a)

A regra dos Trapézios usando mais de um subintervalo em [a, b]:
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Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios usando n subintervalos em [a, b]:∫ b

a

f (x)dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f (x) dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

( p1(x) + E1(x) ) dx
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∫ xi+1

xi

p1(x) dx =

∫ xi+1

xi

(
f (xi )

x − xi+1

xi − xi+1
+ f (xi+1)

x − xi
xi+1 − xi

)
dx

=
f (xi ) + f (xi+1)

2
(xi+1 − xi )

∫ xi+1

xi

E1(x) dx =

∫ xi+1

xi

f ′′(ξx)

2!
(x − xi )(x − xi+1) dx

=
f ′′(ξx)

2

[
−(xi+1 − xi )

3

6

]
= − f ′′(ξx)

12
(xi+1 − xi )

3, ξx ∈ (xi , xi+1)

⇒
∫ xi+1

xi

f (x) dx =
f (xi ) + f (xi+1)

2
(xi+1 − xi )

− f ′′(ξx)

12
(xi+1 − xi )

3, ξx ∈ (xi , xi+1)
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Vamos assumir que xi+1 − xi = h, i = 0, 1, · · · , n − 1. Então,∫ b

a

f (x)dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f (x) dx

≈
n−1∑
i=0

f (xi ) + f (xi+1)

2
(xi+1 − xi ) =

h

2

n−1∑
i=0

(f (xi ) + f (xi+1))

=
h

2
[f (x0) + f (x1) + f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn−1) + f (xn)]

=
h

2
[ f (x0) + 2 ( f (x1) + f (x2) + · · ·+ f (xn−1) ) + f (xn) ]

⇒
∫ b

a

f (x)dx ≈ A0f (x0) + A1f (x1) + · · ·+ Anf (xn)

onde

A0 = An =
h

2
, A1 = A2 = · · · = An−1 = h
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∫ b

a

E1(x)dx =
n−1∑
i=0

− f ′′(ξx)

12
(xi+1 − xi )

3

= −h3

12

n−1∑
i=0

f ′′(ξx), ξx ∈ (xi , xi+1)

= −h2

12
(b − a)

(
1

n

n−1∑
i=0

f ′′(ξx)

)

(TVI) = −h2

12
(b − a) f ′′(ξ), ξ ∈ (a, b)

Teorema do Valor Intermediário (TVI): f ′′(x) é uma função cont́ınua em
[a, b] e min ≤ c ≤ max ⇒ ∃ pelo menos um ξ ∈ [a, b] tal que f ′′(ξ) = c .
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A regra dos Trapézios:

⇒
∫ b

a

f (x)dx = A0f (x0)+A1f (x1)+· · ·+Anf (xn)−h2

12
(b−a) f ′′(ξ)

onde

A0 = An =
h

2
, A1 = A2 = · · · = An−1 = h
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Limitante para o erro na regra dos Trapézios:

|ET | ≤
h2

12
(b − a)M2, onde M2 = max

x∈[a,b]
|f ′′(x)|

Observação: a regra dos Trapézios integra sem erros polinômios de
grau menor ou igual a 1. Ex: f (x) = x em [0, 1]∫ 1

0
x dx =

x2

2
|10 =

1

2

Basta usar apenas um subintervalo em [0, 1], x0 = 0, x1 = 1 ⇒
h = 1: ∫ 1

0
x dx =

1

2
f (0) +

1

2
f (1) =

1

2

Exemplo: calcule uma aproximação para integral abaixo usando 4 e
8 subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.∫ 2

1
ex dx = e2 − e1 = 4.670774
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A regra 1/3 de Simpson usando dois subintervalo em [a, b]:∫ b

a

f (x)dx =

∫ b

a

( p2(x) + E2(x) )dx

∫ b

a

f (x)dx ≈
∫ x2

x0

( f (x0)
(x − x1)(x − x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f (x1)

(x − x0)(x − x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

f (x2)
(x − x0)(x − x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
) dx

=
h

3
( f (x0) + 4f (x1) + f (x2) )
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∫ x2

x0

E2(x) dx =

∫ x2

x0

f ′′′(ξx)

3!
(x − x0)(x − x1)(x − x2) dx = 0

Considere o próximo termo na série de Taylor para calcular o erro:

⇒
∫ x2

x0

f (4)(ξx)

4!
(x − x0)(x − x1)2(x − x2) dx

= − f (4)(ξx)

90
h5, ξx ∈ (x0, x2)

Somando os erros e assumindo um número par de divisões (n par) em
[a, b], temos:

⇒ ES =

n/2∑
k=1

− f (4)(ξx)

90
h5, ξx ∈ (x2k−2, x2k)

= −h4

90

b − a

2
(

1

n/2

n/2∑
k=1

f (4)(ξx) )

(TVI ) = − h4

180
(b − a) f (4)(ξ), ξ ∈ (a, b)
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Vamos assumir que xi+1 − xi = h, i = 0, 1, · · · , n − 1. Então,

∫ b

a
f (x)dx =

n/2∑
k=1

∫ x2k

x2k−2

f (x) dx

≈
n/2∑
k=1

h

3
( f (x2k−2) + 4f (x2k−1) + f (x2k) )

=
h

3
( f (x0) + 4f (x1) + f (x2) + f (x2) + 4f (x3) + f (x4) +

+ · · ·+ f (xn−2) + 4f (xn−1) + f (xn) )

=
h

3
( f (x0) + f (xn) +

+ 4 [ f (x1) + f (x3) + · · ·+ f (xn−1) ] +

+ 2 [ f (x2) + f (x4) + · · ·+ f (xn−2) ] )
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A regra 1/3 de Simpson

⇒
∫ b

a

f (x)dx = A0f (x0)+A1f (x1)+· · ·+Anf (xn)− h4

180
(b−a) f (4)(ξ)

onde

A0 = An = h/3

A1 = A3 = · · · = An−1 = 4h/3

A2 = A4 = · · · = An−2 = 2h/3
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Limitante para o erro na regra 1/3 de Simpson:

|ES | ≤
h4

180
(b − a)M4, onde M4 = max

x∈[a,b]
|f (4)(x)|

Observação: a regra 1/3 de Simpson integra sem erros polinômios de grau
menor ou igual a 3. Ex: f (x) = x3 em [0, 1]∫ 1

0

x3 dx =
x4

4
|10 =

1

4

=
1/2

3
(f (0) + 4f (0.5) + f (1)), (h = 1/2)

=
1

6
(4(

1

2
)3 + 1) =

1

6
(

1

2
+ 1) =

1

4

Exemplo: calcule uma aproximação para integral abaixo usando 4 e 8
subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.∫ 2

1

ex dx = e2 − e1 = 4.670774
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Fórmulas de Gauss-Legendre
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Idéia do método de Quadratura Gaussiana: Vamos considerar inicialmente
integrais definidas no intervalo padrão t ∈ [−1, 1]: determinar
t0, t1, · · · , tn,A0,A1, · · · ,An de forma que a integral seja exata para
polinômios de grau ≤ 2n + 1.∫ 1

−1

g(t)dt ≈ A0g(t0) + A1g(t1) + · · ·+ Ang(tn)

Exemplo: n = 1, ou seja, 2 pontos (4 incógnitas). Fórmula exata para
polinômios de grau menores ou iguais a 2n + 1 = 3:∫ 1

−1

g(t)dt ≈ A0g(t0) + A1g(t1)
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2 =

∫ 1

−1

1dt = A0 + A1

0 =

∫ 1

−1

tdt = A0t0 + A1t1

2

3
=

∫ 1

−1

t2dt = A0(t0)2 + A1(t1)2

0 =

∫ 1

−1

t3dt = A0(t0)3 + A1(t1)3

Sistema de equações não-linear com 4 equações e 4 incógnitas. Resolvendo:

t0 = ±
√

3/3 (pontos da quadratura)

A0 = A1 = 1 (pesos da quadratura)

Exemplo: calcular uma aproximação para a integral abaixo usando
quadratura Guaussiana com 2 pontos.∫ 1

−1

ex dx = e1 − e−1 = 2.350402
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Tabela de pontos e pesos da quadratura Gaussiana
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Mudança de variável de x ∈ [a, b] e t ∈ [−1, 1]:

x − a+b
2

t − 0
=

b − a

2
⇒ x =

a + b

2
+

b − a

2
t ⇒ dx =

b − a

2
dt

⇒
∫ b

a

f (x)dx =
b − a

2

∫ 1

−1

g(t)dt, g(t) = f (
a + b

2
+

b − a

2
t)

≈ b − a

2
(A0g(t0) + A1g(t1) + · · ·+ Ang(tn) )

Exemplo: calcular uma aproximação para a integral abaixo usando
quadratura Gaussiana com dois pontos.∫ 2

1

ex dx = e2 − e1 = 4.670774
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