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Integracao Numérica

@ Férmulas de Newton-Cotes

e Regra dos Trapézios
o Regra 1/3 de Simpson

@ Férmulas de Gauss-Legendre
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Férmulas de Newton-Cotes:
f(x) = pm(x) + Em(x)

onde Pm(x) = polindémio interpolador de grau m
Em(x) = erro na interpolagdo

b b b
:>/ f(x)dx—/ pm(x)dx+/ Em(x)dx
a a a
Férmulas:

Q@ A regra dos Trapézios (m = 1)
@ A regra 1/3 de Simpson (m = 2)

f) f(x)
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios usando um subintervalo em [a, b]:

T F(x)dx ~ [ py(x)dx = DB ()

fx)

fb)

fla

A regra dos Trapézios usando mais de um subintervalo em [a, b]:

flx) flx)

2

3
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios usando n subintervalos em [a, b]:
/ X)dX—Z/ dx—Z/ x) + E1(x)) dx

fx)

&)y
S(xa—3)

(xg) Oy _2)

m/ % 1) -

/ Flx,_y)
Flaa)

\
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

/I pi(x)dx = / (f(xi)X__XiH+f(Xi+1)):<_Xi_> dx

i

[ Ewe = [ i ) o

i i

_ (&) [_(Xi+1 _X,_)T

2 6

(&)

15 (xi+1— %)%, & € (x5, %i41)

:>/Xiﬂ f(x)dx = M(WH — %)
f”(fx)

i (cad
12 "

(xi41 — Xi)°s & € (Xis Xit1)



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

Vamos assumir que xj31 —x; = h, i =0,1,--- . n— 1. Ent3o,
b =1 xi,
f(x)dx = f(x) dx
/ >/
n—1 n—1
v Y EIC) (= B3 + )
i=0 i=0
= g[f(Xo)Jrf(Xle(Xl)Jrf(Xz)+'~+f(Xn—1)+f(Xn)]
= g[f(Xo)+2(f(X1)+f(X2)+~'+f(Xn—1))+f(Xn)]

b
:,/ F)dx = Aof(x0) + ArF(sxa) + - - + Anf(xn)

onde

h
AO:Anzia A1:A2:"':An—1:h o
2 ik \cad



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

b n—1 11
a i=0

h3 n—1
= L6 &€ b

h2 /l
= ( Zf 5*)

2
(V) = ~D(b-a)f"(). €< (ab)

Teorema do Valor Intermediario (TVI): f”(x) é uma fungo continua em
[a, b] € min < ¢ < max = 3 pelo menos um £ € [a, b] tal que /(&) = c.
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

A regra dos Trapézios:

f D

b 2
:‘/ F(x)dx = Aof (x0) +Arf (x1)++ - -+ Anf (xn) = 15 (b=a) £ (€)

onde
AOZAnzf A1:A2:...:An_1:h
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios
Regra 1/3 de Simpson

Limitante para o erro na regra dos Trapézios:

h2
|E7| < 5(b—a) Mz, onde M = max [f"(x)]
12 x€la,b]

Observacdo: a regra dos Trapézios integra sem erros polinémios de
grau menor ou igual a 1. Ex: f(x) = x em [0, 1]

1 2
X 1
/OXdX:2|(]5:2

Basta usar apenas um subintervalo em [0,1], xo =0, x; = 1 =
h=1: )

1 1 1

dx =-f(0)+ =f(1) = =

/0 xdx =35 ( )+2 (1) 5

Exemplo: calcule uma aproximacao para integral abaixo usando 4 e
8 subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.

2
/ e¥dx = e® — e! = 4.670774 i cad
1
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson usando dois subintervalo em [a, b]:

/ £(x) dx—/( () + Ex(x) )

Q

/a ’ F(x)dx

[ o BT bl

X0 — x1)(X0 — x2) (a1 —x0) (a1 — x2)

F o) )EX 1)) g

(x2 — x0) (2 — x1)

— g(f(xo)+4f(X1)+f(X2))

fx)
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

[ Ea= [T s ) - o= 0

0

Considere o préximo termo na série de Taylor para calcular o erro:

% £(4)
/XO f 4(!§X)(X_XO)(X_X1)2(X—X2)dX

f(4)(€X) h5

90 ’
Somando os erros e assumindo um nidmero par de divisdes (n par) em
[a, b], temos:

{x € (x0,%2)

n/2

(4)
i ES = 7f. gggX) h5, gx E (X2k_2’X2k)
k=1
Wb—a, 1 &
- T R W
(Tvi) = f%(bf a) (), ¢ € (ab) i cad



Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Vamos assumir que xj41 — x; = h, i =0,1,--- ,n— 1. Entao,

n/2

/a T ) = 3 /X:; F(x) dx

k=1
n/2

Z g (f(xak—2) + 4f (x2k_1) + F(x2k))
k=1

= 2 Fl0) A7) + F) + Flo) + 4 () + Fx) +
+ -+ f(Xn—2) + 4f(Xn—1) + f(Xn) )
= g( f(xo0) + f(xn) +

+A4[f(xa)+f(x3)+ -+ F(xp—1)] +
+2[f() +flxa) + -+ f(xa2)])

Q
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

A regra 1/3 de Simpson

ﬁ/ f(X)dX = Aof(X0)+A1f(x1)+. . ._;’_Anf(xn)_%;o(b_a) f(4)(£)

onde
Av=A,=h/3
Ail=As=---=A,_1 =4h/3
Ar=As=---=A,_2=2h/3

14-20
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Férmulas de Newton-Cotes Regra dos Trapézios

Regra 1/3 de Simpson

Limitante para o erro na regra 1/3 de Simpson:

4
—(b—a)M,, onde My = max |f¥(x)|

h
E
IEs| < 150 x€la.b]

Observagdo: a regra 1/3 de Simpson integra sem erros polindmios de grau
menor ou igual a 3. Ex: f(x) = x3 em [0, 1]

1 X4 1
/0X3dX = I‘(l’:i
- 1/?2()((0) +4f(0.5) + £(1)), (h=1/2)
11 11 1
= (BEFP+) =G+ =

Exemplo: calcule uma aproximagdo para integral abaixo usando 4 e 8
subintervalos, calcule o erro exato e estime o erro cometido.

2
/ e dx = e — el = 4.670774 i \cad
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Idéia do método de Quadratura Gaussiana: Vamos considerar inicialmente
integrais definidas no intervalo padrio t € [-1,1]: determinar
to, t1,+ - , tn, Ag, A1,- -+ , A, de forma que a integral seja exata para
polinémios de grau < 2n+ 1.

/1 g(t)dt = Aog(to) + Arg(t1) + - + Ang(tn)

-1

Exemplo: n = 1, ou seja, 2 pontos (4 incégnitas). Férmula exata para
polindmios de grau menores ou iguais a 2n+ 1 = 3:

/ g(t)dt ~ Avg(to) + Arg(tr)

-1
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

ldt = Ao + Aq

N

Il
[
— =N

1
0 = / tdt = Aoty + A1ty

% = /_11 tdt = Ao(to)” + Ar(t1)?
1
0 = /1 t3dt = Ao(to)® + A1(t1)?
Sistema de equagdes n3o-linear com 4 equacdes e 4 incégnitas. Resolvendo:
to = +v3/3 (pontos da quadratura)
A=A =1 (pesos da quadratura)

Exemplo: calcular uma aproximagdo para a integral abaixo usando
quadratura Guaussiana com 2 pontos.

1 2
/ e dx = e! — e™! = 2.350402 1) lcad
-1
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afia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Tabela de pontos e pesos da quadratura Gaussiana

Fatores Argumentos Erro de
Pontos de Peso da Funcéo Truncamento
2 co = 1,0000000 xo = —0,577350269 =fll[g)
¢ = 1,0000000 x; = 0,577350269
3 0= 0,5555556 xo= —0,774596669 =f0lg)
c =0,8888889 x= 0,0
c; = 0,5555556 xp = 0,774596669
4 co=0,3478548 xg=—0,861136312
c) = 0,6521452 x) = —0,339981044
c2=0,6521452 xz= 0,339981044
c3=0,3478548 x3= 0,861136312
5 = 0,2369269 X0 = —0,006179846 =19
c =0,4786287 x; = —0,538469310
cz =0,5688889 xx= 0,0
c3 = 0,4786287 x3= 0,538469310
cs=0,2369269 x4 = 0,906179846
6 o =0,1713245 xo=—0,932469514 =12
c =0,3607616 x1 = —0,661209386
o = 0,4679139 %o = —0,238619186
c3=0,4679139 x3= 0,238619186
ca=0,3607616 xa= 0,661209386
cs=0,1713245 xs= 0,932469514

i cad
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre

Mudanca de varidvel de x € [a,b] e t € [-1,1]:

4’ >
| — | o
a (@a+h)2 x b -1 0 1
a+b
— = b—a at+b b-—a b—a
2 = t dx = dt
=0 ) T XT T Tt m =y
b 1
b—a at+b b-—a
= [fease = 252 [ e gl =52+ 2570
a —1
b—a
R T(Aog(t0)+A1g(t1)+~~~+A,,g(t,,))

Exemplo: calcular uma aproximacdo para a integral abaixo usando
quadratura Gaussiana com dois pontos.
2 i lcad
/ e“dx = e’ — ! = 4.670774 i
1
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Bibliografia Basica

Férmulas de Gauss-Legendre
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