
figuras/logo-lcad.png

Cálculo do Potencial Elétrico em Regime Estacionário
Cálculo do Potencial Elétrico em Regime Estacionário

Discretização por Diferenças Finitas
Aplicação

Bibliografia

O Método de Diferenças Finitas
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O cálculo do potencial elétrico V e do campo elétrico ~E satisfazem,
respectivamente, as equações:

∇.(−∇V ) = f (1)

~E = −∇V (2)

onde f é uma distribuição de cargas conhecida. Sendo assim, o potencial
elétrico V (x , y) satisfaz a seguinte equação de Poisson em duas dimensões:

−∆V = −
(
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2

)
= f (x , y) (3)

Para resolver a equação de Poisson em uma região Ω é preciso definir
condições de contorno. Vamos considerar condições de contorno do tipo
Dirichlet (V = Vf em ∂Ω1) e Neumann (∂V

∂n = 0 em ∂Ω2).
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O potencial elétrico V satisfaz a equação de Poisson sujeita a condições
de contorno:

−∆V = f no doḿınio Ω (4)

V = Vf na fronteira ∂Ω1 (5)

∇V .n =
∂V

∂n
= 0 na fronteira ∂Ω2 (6)

Desejamos obter potencial elétrico V e campo elétrico ~E no interior de um
doḿınio Ω pelo método das diferenças finitas.
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Série de Taylor de u(x) em torno do ponto x :

u(x + h) = u(x) + h u′(x) +
h2

2!
u′′(x) +

h3

3!
u3(x) +

h4

4!
u4(x) + · · · (7)

u(x − h) = u(x)− h u′(x) +
h2

2!
u′′(x)− h3

3!
u3(x) +

h4

4!
u4(x) + · · · (8)

Aproximações para u′(x) por diferenças finitas:

(7) ⇒ u′(x) = u(x+h)−u(x)
h +O(h) (adiantada)

(8) ⇒ u′(x) = u(x)−u(x−h)
h +O(h) (atrasada)

(7)− (8)⇒ u′(x) = u(x+h)−u(x−h)
2h +O(h2) (central)

Aproximação para u′′(x) por diferenças finitas:

(7) + (8)⇒ u′′(x) =
u(x + h)− 2u(x) + u(x − h)

h2
+O(h2) (central)
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Equação do potencial para x ∈ Ω = (0, L)

−d2V

dx2
= f em Ω (9)

V = g em ∂Ω (10)

Discretização por diferenças finitas centrais no ponto xi

−V (xi + h)− 2V (xi ) + V (xi − h)

h2
= f (xi )

onde h = L
n+1 é o número de subintervalos em [0, L]. Sendo assim, temos

(n + 2) pontos no doḿınio [0, L], xi = x0 + i h, i = 1, 2, · · · , n.

−Vi+1 − 2Vi + Vi−1

h2
= fi → aVi+1 + bVi + cVi−1 = f̄i

onde a = c = −1, b = 2 e f̄i = h2fi .
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Equação de Poisson para (x , y) ∈ Ω = (0, L)× (0,H)

−
(
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂y2

)
= f (x , y) em Ω (11)

V (x , y) = g(x , y) em ∂Ω (12)

Discretização por diferenças finitas centrais no ponto (xi , yj)

V (xi + hx , yj)− 2V (xi , yj) + V (xi − hx , yj)

h2
x

+

V (xi , yj + hy )− 2V (xi , yj) + V (xi , yj − hy )

h2
y

= −f (xi , yj)

onde hx = L
nx+1 , hy = H

ny+1 , (nx + 1) é o número de subintervalos em

[0, L] e (ny + 1) é o número de subintervalos em [0,H]. Sendo assim,
temos (nx + 2)× (ny + 2) pontos no doḿınio [0, L]× [0,H],

xi = x0 + i hx , i = 1, 2, · · · , nx
yj = y0 + j hy , j = 1, 2, · · · , ny
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Notação:

Vij = V (xi , yj), fij = f (xi , yj) = f (ihx , jhy )

Vi−1,j+1 = V (xi − hx , yj + hy )

A discretização da equação de Poisson por diferenças finitas centrais para
i = 1, 2, · · · , nx , j = 1, 2, · · · , ny pode ser escrita da forma

Vi+1,j − 2Vij + Vi−1,j

h2
x

+
Vi,j+1 − 2Vij + Vi,j−1

h2
y

= −fij

⇒ a Vi+1,j + bVi−1,j + c Vi,j+1 + d Vi,j−1 + e Vij = f̄ij

onde

a = b = h2
y , c = d = h2

x e = −2(h2
x + h2

y ), f̄ij = −h2
xh

2
y fij

Cálculo do campo elétrico:

~E = −∇V = −
(
Vi+1,j − Vi−1,j

2 hx
,
Vi,j+1 − Vi,j−1

2 hy

)T
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Malha de diferenças finitas considerando apenas condições de
fronteira do tipo Dirichlet:

a Vi+1,j + bVi−1,j + c Vi ,j+1 + d Vi ,j−1 + e Vij = f̄ij

a Vp+1 + bVp−1 + c Vp+nx + d Vp−nx + e Vp = f̄p,

p = 1, 2, · · · , nx ny
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a Vp+1 + bVp−1 + c Vp+nx + d Vp−nx + e Vp = f̄p

onde p = 1, 2, · · · , 20



e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 b e 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
d 0 0 0 0 e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 d 0 0 0 b e 0 0 0 0 c 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 d 0 0 0 0 e a 0 0 0 c 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0 0 c
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 0 e a 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e a
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 d 0 0 0 b e


20×20
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Tratamento das Condições de Contorno do tipo Dirichlet:

a Vp+1 + bVp−1 + c Vp+nx + d Vp−nx + e Vp = f̄p

p = 1 eV1 + aV2 + cV6 = f̄1 − dVS − bVO

p = 2 bV1 + eV2 + aV3 + cV7 = f̄2 − dVS

p = 3 eV2 + bV1 + aV3 + cV8 = f̄3 − dVS

p = 4 eV2 + bV1 + aV3 + cV9 = f̄4 − dVS

p = 5 bV4 + eV5 + cV10 = f̄5 − dVS − aVL

p = 6 dV1 + eV6 + aV7 + cV11 = f̄6 − bVS

p = 7 dV2 + bV6 + eV7 + aV8 + cV12 = f̄7

p = 8 dV3 + bV7 + eV8 + aV9 + cV13 = f̄8

p = 9 dV4 + bV8 + eV9 + aV10 + cV14 = f̄9

p = 10 dV5 + bV9 + eV10 + cV15 = f̄10 − aVL

. . .
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Tratamento das Condições de Contorno do tipo Neumann:

∂V

∂y
=

Vi,j+1 − Vi,j−1

2hy
= 0, ⇒ Vi,j+1 = Vi,j−1

a Vp+1 + bVp−1 + c Vp+nx + d Vp−nx + e Vp = f̄p

p = 21 aV22 + (c + d)V16 + eV21 = f̄21 − bVO

p = 22 aV23 + bV21 + (c + d)V17 + eV22 = f̄22

p = 23 aV24 + bV22 + (c + d)V18 + eV23 = f̄23

p = 24 aV25 + bV23 + (c + d)V19 + eV24 = f̄24

p = 25 bV24 + (c + d)V20 + eV25 = f̄25 − aVL
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Telecomunicações: linhas de transmissão de microfitas [3]

Figura: Distribuição tridimensional do potencial elétrico para uma
permissividade elétrica do substrato igual ao do meio.
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Telecomunicações: linhas de transmissão de microfitas [3]

Figura: Linhas equipotenciais e distribuição do campo elétrico para uma
permissividade elétrica do substrato igual ao do meio.
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Telecomunicações: linhas de transmissão de microfitas [3]

Figura: Distribuição do campo elétrico e do potencial elétrico para uma
permissividade elétrica do substrato igual ao do meio.
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