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Métodos lterativos Estacionarios

O ldéia dos métodos

@ Método de Gauss-Jacobi
© Método de Gauss-Seidel
@ Convergéncia dos métodos
© Método SOR
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Ax=0>b

Isolar x, reescrevendo o sistema (1) da seguinte forma:

x=Mx+c
onde
M = matriznxn
c = sistemanxl

2.1
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Defina o processo iterativo com kK =10,1,2,---

xF) = M xR 4 ¢

Dado x(©), usar (3) para calcular

xN = MxO 4 ¢
x®? = MxM 4
, (k+1) _ 5 (k) e,
até que e, = W < eou k> kmax  (critério de parada)
onde
€ = tolerancia dada
kmax = numero maximo de itera¢des dado
[X|[sa = max |xj| (norma do maximo)
1<<n
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Outro critério de parada: ||res|| = ||b — Ax(ktD)|| < ¢
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Seja A um sistema n X n

ayixi +awxe +aizxs + -+ awmxp, = b
anX1 + anXo +apxs + o+ amxa = by
an1X1 + an2Xx2 + ap3x3 + -+ apxp = by
onde estamos assumindo que a;; #0, i =1,2,--- ,n.
1
=X = [b1 — (a12x2 + a13x3 + - - - + a1pxn)]
11
1
= xe = b2 — (a21x1 + a23x3 + - + a20xn)]
22

i cad

5.1



Método de Gauss-Jacobi

1
X1(k+1) = 3711 |:b1 — (alzXék) + 813X§k) + 314X£k) +
1
Xékﬂ) = 3722 [bz - (321X£k) + 323X3(;k) + 324X£k) +
' 1
Xr(7k+1) - 87 |:bn - (anlx:Ek) + an2X2(k) + an3XI§k) +
Para k> 0,
(RSN N PRRR - W () BT
X; = b,—Zaij , =12,
Jj=1
J#i

6-1

(

v+ d1nXn

k))}

)]
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di2 413
321 a» ax| =E+D+F
d32 asj3
0 0 0 aill 0 0 0 di2 4adi3
=lay 0 Ol +]10 a»m O0|+]|0 0 a
da31 as2 0 0 0 da33 0 0 0
=Ax = (E+D+F)x=0b
=Dx = —(E4+F)x+b
Gauss-Jacobi:
xE) = DY E+ F)xK) 4 D7 1p

— Mx(k) .
x+c :.r’éﬁlcad
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Exemplo: Resolver o sistema a seguir pelo método iterativo de

Gauss-Jacobi, usando 5 casas decimais,

05 0.6 03] [x 0.2 0.4
1 -1 1||x|=|01], xO9=] 0|, e=10?2
04 —04 1| |x3 —0.6 —0.6

1

A= (02— 0.6x" — 0.3x)
1

g = = (0.0 1.0x" — 1.04"))
1

R (—0.6 ~0.4x{9 1 0.4x)

.1
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Método de Gauss-Seidel

Xl(k“) - 311 |:b1 - (312X2( ) + 313X3( ) + 314X(k) -t al"X'(’k))}
xz(k+1) = é [b2 (a21 Xf R ( )4+ 824X§k) tot 32an(1k))]
X3(,/<+1) = ai33 [b3 - (831X1( 1) + a3 X(k+ ) + 334X§k) +oo Tt 33"X'(’k))}
A = L [ (o D bt )]
Para k > 0,

(kr1) _ 1 — (k+1) - (k)

k+1 k+1 k .

X; = b,-—g ajjX; — E ajx; |, 1=12---,n
n . J:I-‘rl
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d11 412 413
A= lay a» ax3|=E+D+F
431 432 433
0 0 0 a1l 0 0 0 di2 4adi3
=lay 0 Ol +]10 a»m O0|+]|0 0 a
da31 as2 0 0 0 da33 0 0 0
=Ax = (E+D+F)x=0b
=(E+D)x = —Fx+b
= (E+D)xD = _Fx(kp
Gauss-Seidel:
xkH) = (E4+ D) *FxW) 4 (E+ D) 'h

M x (k) .
x\"+c :.r’éﬁlcad



Exemplo: Resolver o sistema a seguir pelo método iterativo de
Gauss-Seidel, usando 5 casas decimais,

05 06 03] [x 0.2 0.4
1 1 1 x| =1 0|, x9=] 0 |, e=102
04 —04 1] |xs] [-06 0.6
k41 1 k k
A= (02— 0.6 — 0.3:)
e 1 (0.0 - 1.ox{*"™ — 1.0x{)
1
1
D = 7 (—0.6 — 0.4xHD 0.4x§"“))
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A convergéncia da sequéncia gerada pelo método iterativo
estaciondrio, xkT1 = M xk + ¢, é dada pelo Teorema 1, onde sdo

fornecidas condicdes necessarias e suficientes de convergéncia.

Teorema 1: O método iterativo xkt1 = M x* + ¢ converge com
qualquer x° se, e somente se, p(M) < 1, sendo p(M) o raio
espectral (maior autovalor em médulo) da matriz de iteragcdo M.

Observacdes:

@ A taxa de convergéncia serd controlada pela magnitude do
raio espectral. Quanto menor o raio espectral, mais rdpida a
convergéncia.

@ A determinagdo do raio espectral da matriz de iteracdo p(M)
pode requerer maior esforco computacional que a prdpria
solucdo do sistema Ax = b.
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05 06 03] |x 0.2

Exemplo: | 1 1 1 X | = 0
04 —04 1] |xs —0.6
0 -12 06
My=-DYE+F)=| -1 0 —1/|=pM))=112
-04 04 O
0 -12 —06
Mgs=—(E+D)*F=1]0 1.2 —0.4| = p(Mgs)=0.6928
0 0.96 0.08

Calculando as sequéncias dadas pelos métodos de Gauss-Jacobi e
Gaus-Seidel podemos confirmar que Gauss-Jacobi diverge e Gauss-
Seidel converge [1].
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05 06 03] |x 0.2

Exemplo: | 1 -1 1 X | = 0
04 —04 1] |x —0.6

0 -12 —06

My=-DHE+F)=| 1 0 1 | = p(M,) =0.8266
0.4 0.4 |
0 —1.2 —0.6]

Mgs = —(E+D)*F=1{0 —12 04 | = p(Mgs) =12

0 0 04 ]

Calculando as sequéncias dadas pelos métodos de Gauss-Jacobi e
Gaus-Seidel podemos confirmar que Gauss-Jacobi converge e Gauss-

Seidel diverge [1].
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Teorema 2 (Critério das Linhas): E condi¢do suficiente para a
convergéncia dos métodos iterativos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
que a matriz dos coeficientes A seja diagonalmente dominante, ou

seja,
n

ai=(>_lag)/lail <1, i=1,2,---,n
j=1
i#i

Teorema 3 (Critério de Sassenfeld): E condicio suficiente para a

convergéncia do método iterativo de Gauss-Seidel que a matriz dos
coeficientes A satisfaca

ﬁl = Oz1<1

i—1 n
> laglB + > lagl
i—1 j=it+1

J=

|ai]
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Observacdo: O critério de linhas é apenas suficiente, veja os
exemplos a seguir. Observe que nos dois exemplos a matriz A ndo
é diagonalmente dominante.

|1 =3 x| |3 |15
Exemplo 1: [1 1} [Xz] = [3 } , sol. exata = [1‘5}

xl(k+1) = —3+3x2(k)

e 3

{0 :m . X1 _ {_3] . X2 :ﬂ . X3 _ {15}
X§O) 0 X2(1) 3 X2(2) 6 X2(3) -3

x£4) —12 X](_5) -39 . .
= x2(4) = [_12} = x§5) = [15] = - - divergindo
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1 1 ix| |3 ~[15
Exemplo 2: [1 _3} [Xz] = [_3}, sol. exata = [1.5}

Xl(k—l—l) _ 3_ X2(k)
1
X2(k+1) = -3+ xl(k))

3
O o1 O a1 @1 o1 @ )
- - 1510~ 51 B- -
X! 0] 7 [x 1 7 2| 7| 1.6667
Y] rssss) 4P| [16667
| [1.3333 | [1.4444

N X{6) B 1.5556 = ...convergindo
x§6) " |1.5556 ;
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Método da sobre-relaxagdo sucessiva (SOR) para 0 < w < 2:

Ax=b =wD+E+F)x=wb
(D—-D)x+w(D+E+ F)x =wb
(D+wE)x =[(1—-w)D —wF]x+wb

Dado x(9 calcular

(D +wE)X,H = [(1 - w)D — wF]x®) + wb
Dx(k+1) = w(—Ex(k+1) — Fx() b) + (1 - "J)Dx(k)
- X(k+1) — LLJD_I(—EX(k+1) _ FX(k) + b) + (1 _ W)X(k)

Observacdo: Para w = 1, temos o método de Gauss-Seidel:

x5 = (E4+ D) 'FxW) + (E+ D) b (4)
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Exemplo: A resolucao do problema

dzc;;(;) = f(x) para x € (0,1)
u(0) = u(1) = 0

usando discretizacdo por diferencas finitas centrais resulta um
sistema linear tridiagonal da forma

x; = xp + i Ax, O=x<xx<---<x,=1
(1/(Ax)?)ui-1 = (2/(8x))uj + (1/(8x))ujsr = f;

— w1 —2ui+ uip1 = (Ax)%F, i=1,---,n—1
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Método SOR;:

u(kJrl) _ Y ((AX)2f,- — ufﬁil) — u(k)

; 5 H_1)+(17w) ufk), i=1,2---,n—-1

Considere n =5, f(x) = x
— Ax=02, x;=iAx, i=0,1,---,n

EscolhaO<W<2eu§0):%2f,-, onde f; = f(x;), i =0,1,--- ,n.

Calcula os vetores o), ul

convergéncia seja satisfeito.

2), até que algum critério de

Observe que a matriz resultante é tridiagonal neste caso.
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