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Introdugdo

Sistema linear n X n:

ai1x1 +apxe + a3z + -+ ax, = by
a21x1 + axpXp +axnx3 + -+ apx, = by
anx1+ anXe + an3x3 + -+ apnxn = bn
ajj = coeficientes, b; = constantes, x; = varidveis (i,j =1,--- ,n)

Na forma matricial Ax = b

ail a2 a3 - am| |x by
a1 ax ax -+ axn| |x by
i,
dnl an2 an3 - dnn Xn bp ’.?ﬁ lcad



Substituicdo Regressiva

Sistema triangular superior n x n:

a1l a;x a3 - A |Xx1 by
0 ax a3 -+ an| |Xx by
0 0 a3 -+ asn| x| = |bs
10 0 0 - ap| |Xn] | by |
Assuma que o sistema tem solugdo Unica: a; #0, i =1,---,n.
Solucdo:
n
amXn = bp=x,=—
ann
o o bn1— dn—1,nXn
an—1,n—1Xp—1 + a@n—1,nXn = bn—1 = Xp—1 =
dn—1,n—1
n
bi— > ajX i \cad
. . J=itl ! V
linhai = x§ = ——M—M——
aji
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Substituicdo Regressiva

Algoritmo para a substituicio regressiva: x; =
Data: A,b,n
Result: x
for i=n,1,-1 do

soma = bli];

for j=i+1,n,1 do

‘ soma = soma - a[i][j] * x[j];

end

x[i] = soma/ali][i];
end
Esforco computacional (Nede operagdes (+,-,%,/) ou flops):

divisdo: n .

n—
subtragdo e multiplicagdo: 2J;j =2n(n—1)/2 ) Lcad
total = n?
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Eliminagdo Progressiva

Idéia do método:

b}
x
Il
o2

operacoes de linhas elementares

onde A é uma matriz triangular superior.

Operacdes de linhas elementares:
@ trocar a ordem de duas equacoes;
@ multiplicar uma equag¢do por uma constante n3o nula;
@ somar uma equacio a outra.

Observacdo: A eliminagdo deve ser feita de forma sistematica, ou
seja, usando uma sequéncia de operac¢des elementares de modo a
transformar um sistema linear em um outro equivalente, ondevﬂiﬁ lcad
matriz é triangular superior.



Eliminagdo Progressiva

Elimina¢do de Gauss ingénua [2]:

FIGURA 9.3
/;\s ((:Isuﬂs Fﬂseils da eE[mlno;ao an a2 aig by
e \Zauss. eliminagcao H
A ap app ax | b
pfogfeSS\VO = SubSNTU\CUO %
tecessivs, s linhas g as a2 a3 | bs L
gressiva. As linhas inaicam E\Immocao
o] nu.m-ero de vezes que os ,lJ, r progressivc]
COEfIC\ST’ﬂeS e as constantes b
foram modificados. an diz g . L
dn ayp | b
" H bu
asz | bj
x3=byj/als ] .
. : , Substituicdo
xp = by — dhaxalfae | e
x1 = (b — aiox2 — aizxg)/ar|
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Eliminagdo Progressiva

Exemplo: sistema 4 x 4

-3 8 -2 3| 6 X1 1
7 -1 2 3| 11 e x| |1
5 3 1 6 | 8 solu¢do exata: Y
1 -2 6 2| 7 s 1

Primeiro Passo: Eliminar os coeficientes da primeira coluna abaixo
da diagonal: pivo: aj; = —3

multiplicadores: mp; = —7/3, m31 =2/3, myy = —1/3

= Ly« Ly — (—7/3)L1, L3+ L3 — (2/3)1_1, Lg < L4y — (—1/3)L1

-3 8 -2 3 | 6

7 17.667 —2.667 10 | 25.000

—2 -2.333 2333 | 4.000
|

4
1 0667 5333 3 9.000 1) lcad
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Eliminagdo Progressiva

-3 8 2 3 | 6
7 17.667 —2.667 10 | 25.000
|
|

—2 —2.333 2333 4 4.000
1 0667 5333 3 9.000
Segundo Passo: Eliminar os coeficientes da segunda coluna abaixo

da diagonal
in6: dop = 17.667
multiplicadores: m3y = —2.333/17.667, mgy = 0.667/17.667
= L3+ L3 — (—2.333/17.667)Lp, Ly + Ly — (0.667/17.667)L,

-3 8 —2 3 | 6
7 17.667 -2.667 10 | 25.000

—2 -2333 1981 5321 | 7.301

1 0667 5434 2623 | 8.056 i cad



Eliminagdo Progressiva

-3 8 —2 3 | 6

7 17.667 —2.667 10 | 25.000
—2 -2333 1981 5321 | 7.301
1 0667 5434 2623 | 8.056

Terceiro Passo: Eliminar os coeficientes da terceira coluna abaixo
da diagonal
in6: a3z — 1.981
multiplicadores: ma3 = 5.434/1.981
Operagdes: L4 < Ly — (5.434/1.981)L3

3 8 —2 3 | 6

7 17667 —2.667 10 | 25.000

—2 -2333 1981 5321 | 7.301
|

1 0667 5434 —-11.971 —11.971 ,ﬁg’ﬁ lcad
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Eliminagdo Progressiva

Substituicdo Regressiva:

-3 8 -2 3 X1 6

7 17.667 —2.667 10 x| | 25.000

-2 —2.333 1.981 5.321 x3| | 7.301

1 0667 5434 —11.971| |xs —11.971
—11.971x4 = —-11.971 = x4, = 1.000

1.981x3 + 5.321x4 = 7.301 = x3 = 0.999
17.667x, — 2.667x3 + 10x4 = 25.000 = x, = 1.000
—3x1+8x0o —2x3+3x4 =6=x3; = 1.001

i \cad

11-28



Eliminagdo Progressiva

Célculo do Residuo: R=b— Ax

6 -3 8 —2 3] [1.000 0.005
R_ my |7 -1 2 3]]0999 _ |-0.004
8 -2 3 1 6] (1.000 —0.003
7 1 -2 6 2] |1.001 —0.004

Observacdo: A solucdo é exata a menos dos erros de ponto flutuante.
Sendo assim, o residuo tem que ser bem pequeno, em torno do
nimero de casas decimais utilizadas para os célculos.

i \cad
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Eliminagdo Progressiva

Algoritmo para a Eliminacdo Progressiva:

Passo k: Eliminar os coeficientes da k-ésima coluna abaixo da
diagonal (1< k <n-—1)

Operacao sobre a Linha /:
L; < L; — mj Ly onde m,-k:;%, k+1<i<n

:>a,-j<—a,-j—:—g(akj, k—i—lSan
:>b,' — b,' — %bk
i \cad
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Eliminagdo Progressiva

Data: A,b,n
Result: x
for k=1,n-1 do
for i=k+1,n do
fator = ali][k] / a[k][K];
for j=k+1,n do
| ali]li] = a[i][i] - fator * a[K][j];
end
b[i] = bli] - fator * b[k]
end
end

Esforco computacional:

adi¢do e subtragdo: n3/3 + O(n)

multiplicagdo e divisdo: n3/3 + O(n?)

total = 2n3/3 + O(n?) i \cad
Obs: O(m") significa “termos de ordem m” e menores".
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Eliminagdo Progressiva

Espor¢o Computacional:
Eliminagdo Progressiva: 2n3/3 + O(n?)

Substituicio Regressiva: n?
n | Elim. | Subst. | Flops | 2n%/3 | % Elim.
10 705 100 805 667 87.58%

100 671550 10000 681550 666667 98.53%
1000 | 6.67 x 108 | 1 x 10° | 6.68 x 10° | 6.67 x 10% | 99.85%

@ O tempo de computacdo cresce bastante a medida que o
sistema fica maior. A quantidade de flops cresce quase trés
ordens de grandeza para cada aumento na ordem de grandeza
da dimens3o;

@ A maior parte do esforco vem da parte da eliminac3o. Esfor(,:' j lcad
para melhorar o algoritmo devem se concentrar neste passo. V
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Eliminagdo Progressiva

Gauss-Jordan algoritmo: [A|b] = [/|x],

onde | é a matriz identidade e x é a solugdo do sistema. Neste
método o esforco computacional é O(n3), ou seja, aproximadamente
50% mais operacgdes que a eliminagdo de Gauss ingénua.

Esforco Computacional:
o Regra de Cramer: O(n!)
o Gauss-Jordan: O(n%)

e Eliminagdo de Gauss ingénua: O(2n°/3)

Obs: a regra de Cramer é invidvel computacionalmente quando n
é grande. Observe que a regra de Cramer envolve o cilculo de
determinantes. 1) cad
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Eliminagdo Progressiva

Problemas com a Eliminacdo de Gauss ingénua

© Divisdo por zero
Exemplo: solucdo exata (1,1,1)7
2x0+3x3 = 5
x1 — 3x2 + X3
2x1+x3 = 3

I
|
—

@ Erros de arredondamento
Exemplo: solugdo exata (1/3,2/3)7

0.0003x; +3x, = 2.0001
xtxe =1 i \cad
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Eliminagdo Progressiva

0.0003 3 \ 2.0001 L 1 !
11 R 0.0003
N 0. 0003 3 | 2.0001
0 —9999 | —6666
0.6666 = 2/3
v 2.0001 — 3(x2)
t- 0.0003
Tabela: Resultado muito sensivel a precisdo.
Nede Digitos X2 X1 ‘ % Error relativo xq
3 0.667 -3.33 1099
4 0.6667 0.0000 100
5 0.66667 0.30000 10
6 0.666667 | 0.330000 1 ,ﬁgp lcad
7 0.6666667 | 0.3330000 0.1
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Pivoteamento Parcial

Técnicas para melhorar a solug3o:
@ Usar mais digitos significativos, ou seja, aumentar a precis3do.

@ Usar a estratégia de pivoteamento parcial.

Pivoteamento Parcial:

@ no inicio de cada etapa k, 1 < k < n—1, escolher para piv6 o
elemento de maior mddulo entre os coeficientes aj., k < i < n,

@ trocar as linhas k e i, se for necessario.
Exemplo: solugdo exata (1/3,2/3)7

0.0003x; +3x; = 2.0001

x1+x = 1
i \cad
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Pivoteamento Parcial

1 1] 1 ~0.0003
0.0003 3 | 2.0001

L1<—>L2:>[ :|L2<—L2 L1
N S
0 2.9997 | 1.9998
xp = 0.6666 =2/3

xx1 = 1—x

Tabela: Resultado usando pivoteamento parcial.

Nede Digitos X0 X1 ‘ % Error relativo xq
3 0.667 0.333 0.1
4 0.6667 0.3333 0.01
5 0.66667 0.33333 0.001
6 0.666667 | 0.333333 0.0001 ,ﬁgp lcad
7 0.6666667 | 0.3333333 0.00001
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Pivoteamento Parcial

Pseudocédigo para implementar o pivoteamento parcial [2]:
p=k
mator = |ag|
DOFOR 77 = k+1, n
dummy = |ai«|
IF (dummy > maior )
maior = dummy
p=1i
END IF
END DO
IF (p # K)
DOFOR jj = k. n
dummy = ap, j;

ap.gj = dkjj
ag,g; = dummy
END DO
dummy = by
bp = bk
bx = dummy
END IF 2
FIGURA 9.5 T Lead
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Eliminagao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss
Bibliografia Basica

Eliminacao de Gauss

Exemplo: sistema 4 x 4

-3 8 -23| 6 X1 1
7 -1 2 3| 11 e x| |1
2 3 1 6| 8 solucdo exata: x| = |1
1 2 6 2| 7 X4 1

Primeiro Passo: Escolher o pivd (a11), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da primeira coluna abaixo da diagonal

7102 3 | 11 =y L —(—3/7)
L+ L= :g 2 _12 2 ; g L3« L3 —(—2/7)L;
1 ) 6 2 | 7 L4(— L4—(1/7)L1

i \cad
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Eliminagao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss
Bibliografia Basica

Eliminacao de Gauss

7 -1 2 3 | 11

—3 7571 —1.143 4.286 | 10.714
—2 2714 1571 6.857 | 11.143
1 —1.857 5714 1571 | 5.429

Segundo Passo: Escolher o piv6 (a2), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da segunda coluna abaixo da diagonal

7 -1 2 3| 11
-3 7571 —1.143 4286 | 10.714
-2 2714 1.571 6.857 | 11.143

1 —1.857 b5.714 1571 | 5.429

=3+ L3— (2714/7571)L2
L4 — L4 — (—1857/7571)1_2 ,ﬂ'éﬁ lcad
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Eliminagao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss
Bibliografia Basica

Eliminacao de Gauss

7 -1 2 3| 11

—3 7571 —1.143 4286 | 10.714
—2 2714 1981 5321 | 7.302
1 —1875 5434 2623 | 8.057

Terceiro Passo: Escolher o pivd (as3), trocar linhas e eliminar os
coeficientes da terceira coluna abaixo da diagonal

7 -1 2 3| 1

—3 7571 —1.143 4.286 | 10.714
—2 2714 5434 2623 | 8.057
1 —1.857 1981 5321 | 7.302

Ly +— L3 =

i \cad
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Eliminagao de Gauss

Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss
Bibliografia Basica
Eliminacao de Gauss

7 -1 2 3 | 11
—3 7571 —1.143 4286 | 10.714
—2 2714 5434 2623 | 8.057
|

=
1 —-1.857 1.981 4.365 4.364
Substituicdo Regressiva:
7 -1 2 3 11
-3 7571 —1.143 4.286 10.714

|
|

~2 2714 5434 2623 | 8057
|

1 —1.857 1.981 4.365 4.364
4.365x4 = 4.364 = x, = 1.000
5.434x3 + 2.623x4 = 8.057 = x3 = 1.000
7.571xp — 1.143x3 + 4.286x4 = 10.714 = x, = 1.000

i \cad
X1 —x0+2x3+3x4 =11 =x3 = 1.000
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Eliminagao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss
Bibliografia Basica

Eliminacao de Gauss

Ciélculo do Residuo: R = b — Ax

1 -3 8 —2 3|1 0
p_ |6 |7 -1 2 3|1 _|0
-2 -2 3 1 6|1 0
4 1 —2 6 2|1 0

Observacdo: Na eliminacdo de Gauss todos os multiplicadores sdo
em médulo menores ou iguais a 1.

i \cad
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Eliminagcao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss

Bibliografia Basica
Eliminacao de Gauss

Pseudocédigo para a implementagdo da Eliminagdo de Gauss [2]:

SUB Gauss (a, b, n, x, tol, er) SUB Pivot (a, b, s. n, k)
DIMENSION s(n) p=k
er=10 maior = ABS(ayi/si)
DOFOR 7 = 1, n DOFOR i1 = k + 1, n
5 = ABS(ar.1) dummy = ABS(ays,il si1)
DOFOR j = 2, n IF dummy > big THEN
IF ABS(ay )>s; THEN s = ABS(ay,5) maior = dummy
END DO p=ii
END 00 END IF
CALL Eliminate(a, s, n, b, tol, er) END D0
IF er # —1 THEN IF p # K THEN
CALL Substitute(a, n, b, x) DOFOR jj = k. n
END IF dummy
END Gauss

SUB Eliminate (a, s, n, b, tol, er)
DOFOR k=1, n—1

CALL Pivot (a, b, s, n, k)

IF ABS (ax/sk) < tol THEN

be = dummy
dummy = s,

5= s
S = dummy
i=k+1,n END IF
i END pivot
DOFOR j =k + 1, n
5 = fatortag; SUB Substitute (a, n, b, x)
Xo = bilann
b; = bi — fator * b DOFOR i n-1, 3,-1
END DO
END DO .n
IF ABS(ay i/ s¢) < tol THEN er = —1 soma = soma + a; * X;
END Eliminate END DO "
x; = (b; — soma) / a ,ﬂgﬁ lcad
END DO . =
END Substitute
FIGURA 9.6
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Eliminagcao de Gauss
Pseudocédigo para a Elimingdo de Gauss

Bibliografia Basica
Eliminacao de Gauss
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